Dérivées paramétriques des fonctions de type hypergéométrique 


Fonctions de Legendre, fonctions associées de Legendre, 
fonctions de Gegenbauer, fonctions associées de Gegenbauer 
fonctions associées généralisées de Legendre 
fonctions associées généralisées de Gegenbauer 
fonctions de Jacobi hypergéométriques 


Fonctions de Legendre de degré quelconque : dérivées premiéres par rapport au degré 


Il existe une formule appelée formule de Bromwich, du nom de son découvreur, portant sur la 
dérivée premiére des fonctions de Legendre de premiére, selon son degré lorsqu'il est entier, soit 
dériver formellement, selon le degré, les polynómes de Legendre : 


oP (z) _ z+1 
BO -Pao 2 ко 


R, (z) appelé polynome de Bromwich de degré n 


Cette formule est valable uniquement pour les degrés entiers. Mais d'autres formules sont 
également possibles pour déterminer la dérivée paramétrique à toute valeur degré entier ou réel. 
Ces derniéres sont d'ailleurs plus commode à utiliser pour les degrés non entiers : 
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Vv>0e% tel que =; <1 
ой 
(a), est le symbole de Pochhammer (а), =a (a 1) --- (a k-1) = = 
I (7) fonction Gamma 
Г'(а) 


y (G) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = 


I(a) 


S? nombre de Stirling de première espèce 


D'autres formules sont possibles (voir Radoslaw-Szmytkowski 2009 « On the derivative of the 
Legendre function of the first kind with respect to its degree »), notamment celle de forme la plus 


simple : 
1-z2Y 
3 


y 


Formule 3 => 24 (2) - © See BETEN 


la sommation peut partir de k = 1également Vv »,0e€9t,veZ tel que Lez < | 
ou 

(a), est le symbole de Pochhammer (а), =a (a 1) `> (a +k-1) = E 

I (7) fonction Gamma 

y (a) fonction Digamma dérivée log arithmique de la fonction Gamma ; y (œ) = Te 


SÒ nombre de Stirling de première espèce 


Les formules (1) à (3) proviennent de la dérivation terme à terme de la représentation en série 
hypergéométrique de Gauss de la fonction de Legendre de premiére espéce : 


P(2)= >C ' ES = F E 


Vv>, 0EM,v ëZ tel que l-z 41 

ou 

(a), est le symbole de Pochhammer (а), 2 a (a I) `> (a + k-1) = E 
a 


T (a) fonction Gamma 


Sachant que la dérivée du symbole de Pochhammer est la suivante : 


T(a +k) T d(a) _ T'(a+k)I(a)-T(a+k)I'(a) | T'(a+k) I(e+k) Г(а+Ю Го) 
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(a), est le symbole de Pochhammer (а), =a (a I) ` (a + k-1) = E 
a 


T (a) fonction Gamma 
I'(a) 
Г(а) 


y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = 


Démonstration des formules 1 et 3 : 


k=% k 
(v) (v +1), [=] l-z 
Sachant que Р (z) = tel que |——|«1 
que Р, (2) 2 07; > que => 
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à] tel: vom С Dee (172) 
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formule de réflexion de la fonction Psi ou Digamma 


-(vCY)-w(v*D)5.G)- > e = E 
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Qv Sin(zv) 


Comme y (—v) -w(v*1)2zx 


il vient la formule (1) — 


P (2)- > y- y- viven (s 


Par une simple manipulation on retrouve la formule (3) dans sa plus simple expression 


J 


En retravaillant la formule (3), puisque: -w(v+l1l)+w(=v)-w(k-v)=-w(v-k+1) il vient 
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Formule 3 = 


Fonctions de Legendre de degré entier : dérivées premiéres par rapport au degré 


Des formules existent également permettant de calculer plus précisément les dérivées 
paramétriques des fonctions de Legendre de degré entiers, ainsi que les polynómes de Bromwich 
(voir Radostaw Szmytkowski 2005, « On the derivative of the Legendre function of the first kind 
with respect to its degree »), à savoir : 


oP, (z) 
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R (z) appelé polynome de Bromwich de degré n 
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Plusieurs formes pour R, (z) 
(0&2) leet - za COP.) 


k=1 
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LOSS pre (n + l)! 
оше 1) (EY (n =k)! 


T (7) fonction Gamma 


inr pn ent ZH) 


I'(a) 
I (o) 


y (e) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynómes de 
Legendre, valeur au degré 0 


L'expression de la dérivée à partir de laquelle on va travailler est la suivante : 


RO=: E 2) SET L 3 See fl | 


ôP, (z) _ 1 D er sent) 


Ov Г(у «1)r(-v) € (к) 
La formule précédente n'est pas commode à utiliser lorsque les degrés sont des entiers. Elle n'est 
d'ailleurs pas définie car les fonctions Gamma divergent aux pôles de l'expression soit les entiers. Il 
se trouve que les termes de la série se présente sous une forme indéterminée lorsque le paramétre 


est nul, mais qu'un passage à la limite est tout de méme possible et la valeur de la dérivée se 
simplifie comme ceci : 
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Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynómes de 
Legendre, valeur au degré 1 
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Développons un peu plus le calcul : 
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Formule de récurrence sur les dérivées paramétriques des polynómes de Legendre, démonstration 
par récurrence de la formule de Bromwich pour les polynómes de Legendre 


Is 


(1+3) 
(1+201+1 


v=l 


Revenons maintenant aux fonctions de Legendre, pour déterminer une formule de récurrence sur 
les dérivées paramétriques en partant de celle liant les fonctions de Legendre: 

(v -1)P.,. (2) -(1- 2v)zB.(z) v Р, (2) 20 Dérivationterme à terme > 

(Vv. n asl) (оу): 256 ,, 9530. p (2+2:P(2-P (2) 

Qv ду ду 

Avec les termes de départ de la récurrence sur ces polynómes, on peut imaginer la forme générale 
des dérivées paramétriques : 
Pi(2)=0 B(2-1  (v«0B,.G)- Qv +1)2Р, (2) vB (z) =0=> B(z)=z 


P) y ӘВЕ) _ zo Í = 
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avec (n t Up. (z)- (2n t 1)zP, (z)+vP,. ,(z)=0 valable pourn>l 

et P,(2)=0 P(z)=1 

et (п+1)А, (z) -(1- 2n)zR, (z) + nR, (2) = -Р, (2) +22Р,(2)-Р, (z) valable pour n>1 
et R ,(z)=0 R,(z)=0 


La proposition est vraie pour les termes de départ, supposons-la vraie pour le terme n, il vient pour 
le terme п+1 : 
ОР, (2) 
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-Ba (2) +2zP (z) - Р, (2) 
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E R,..(z) Ce qui démontre la récurrence. 


Voici un tableau des expressions successives des polynómes R dits de Bromwich : 


Degré Polynóme de Bromwich pour les fonctions de Legendre 
n=0 R, (z)=0 
n=1 |R(z)ez-1 
=2 
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R SE 
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R()- (= 1j-21-241z 4113 z? +533 z 
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On compléte par un tableau des expressions successives des polynómes de Legendre : 


Degré Polynóme de Legendre 
n=0 | B(z)-1 

п=1 n()=z 

n-2 


B()- (1+3) 
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Application de la formule de Bromwich au calcul des fonctions de Legendre de deuxiéme espéce de 
degré entier 


Les formules de liaisons pour les fonctions Legendre de premiére et deuxiéme espéce sont les suivantes : 
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1 ( ôP,(2) , p ÔP,(=z) 1 ( ôP,(z) op ©) | (s (z) , ôP, 2 
= ые n NEI yf VE Ea NIER = = ES 
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R.(z)= Е E + +-——-— R(-z)=- - + + = s= 
160 8 48 8 32 15 160 8 48 8 32 15 


4 2 5 3 
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Tableau des fonctions de Legendre de deuxiéme espéce 


Degré 


Fonctions de Legendre o. )- (etos 7 | R, (z) ( 1 R, ( 2) 
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1 1 
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п=1 о)= 2 96112) i 
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n-8 
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Dérivées premières par rapport au degré, fonctions de Legendre associées de degré et d'ordre 
quelconque 


La principale expression de la dérivée à partir de laquelle on va travailler est la suivante : 


o (+)? 1 | = (+z) 1 Cer (i-r) 
PF(z) = „ЕЁ || —v,v+1:1— u; = - = 
paid) E Ra IL TD (ae 
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La formule précédente n'est pas commode à utiliser lorsque les degrés ou les ordres sont des 
entiers. Elle n'est d'ailleurs pas définie car les fonctions Gamma divergent aux póles de l'expression 


soit les entiers. 
La deuxième formule est uniquement valable lorsque le paramètre u est entier : 


CiYü-zypr(arem) 1i 
27 T(v+1-m)r(1+m) 
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remet) }= (ve mat) (v(v m k&1)-w(v-- m1) (v+m+1), =1 
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| 2"T(1+m) T(e+1-m) K (1+ m), k! y(=v+m)-w(=v+m+k) 2 
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Levée de l'incertitude aux póles de la fonction Gamma pour les dérivées premiéres par rapport au 


degré 
remière formule 


Lorsque l'ordre m est entier et inférieur ou égal à n, il vient : 


our les fonctions de Legendre associées de degré et d'ordre entier, utilisation de la 


opt (42:1, E 1 T(n+1+k)r(k-v) фе 
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Si mtn 
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| 


On peut encore un peu simplifier l'expression : 


y | m EE 


ôP" (2)| — (pez) Jet PG т) k) 


cm P y E csl 


k=Max(n+1,m) k!(k x m) 2 
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Lorsque m est supérieur à n, il vient : 


Si m»n 
m NE ' e 
OP, (z) 201827 У 1 Г(п+1+к),, Г d 
ôv |, (1) T(k+1-m) | k! — v r(v) 5 
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Lorsque le paramètre u est non entier alors l'expression est encore plus simple : 


ND Hes CES e | 
e (1-2): -E a y = 
2 


Г(К+1—и) k! 


ОР, (2) 
ду 


К=п+1 


Levée de l'incertitude aux póles de la fonction Gamma pour les dérivées premiéres par rapport au 
degré, pour les fonctions de Legendre associées de degré et d'ordre entier, utilisation de la 
deuxième formule 


On rappelle les conditions n et m sont entiers, voici les deux cas : m«n, т=п: 
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с 2"Г(п+1-т) can £x (n-k)&! T(-v+m) \+y(n-=m+1)-w(v=m=k+1) 
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раток HU 
=" | 2"T(n+1-m) -y(n-m-k41) 
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-1 -m) 
| кы. (m+k)k! И 
C 
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ôv |. + 
dx 2" -y(n 1m) 
"n F (n+m+k)(k n+m ek d 
L ee (m+k)k! 2 
On retrouve le cas m = n 
NZ AG 
ду 


=fy(2n+1+m)-y (1) чи, HEH Œ (2n+k) 


= 


II ne reste plus qu'à envisager le cas т> п: 
Si m»n m-n»0- LimP"(z)20 et Limy(v «14 m)P"(z)20 


w (v +1+m)-w(v *1- mJ)" (2) + 
ôP" (2) 


av ,Cyü-zy Ern EE 
2"T(v 41- m) K< T(-v + тт + к) w(-v+m)-w(-v+m+k) 


- Limy(v+1-m)P"()}+ 


Wës Cy 01-27) SQ me E) k- n- is EE 


А ee |f 


2" e£ (mek)k(m-n-1) >>” T (v 41—m) 
Comme wy(n+m+k+1}w(n+m+1)w(-n+m)w(-n+m+k) finis 
y(n+m+k+1)-w(n+m+1)+ 
Z T 


Om tu) сеа 
т 2 
Or pr()) ED l-z Fr ee L cl v+m,v+1+m;l1+ m; Le) 
27 T(v+1- m) r(+m) ° 2 
> тіру +1—m)P”(z jc JUE zË r т» ) ur (cement +m; EE uim v(v*1-m) 
yn 2” r( + m) 2 yn Div +1 т) 


Or Lim VASE) Lim =] = (-1)""(m-n-1) 
yn T(v + J = m) v->m-n-1 r(- v) 


n Ke 
= reine oj -ELEF nemen D Chia] 


y-n 


D'oü ce résultat assez important dans le cas m»n : 
Pour m>n 


ое = 


ôP" (z) „F | -n+m,n+1+m;l1+m;-=Â\ Â 
2 Г(1+ m) 2 


Ov 


v=n 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions de Legendre 
associées de degré et d'ordre entier, valeur au degré 0 pour l'ordre 1 


Il se trouve que les termes de la série se présente sous une forme indéterminée lorsque le 
paramétre est nul, mais qu'un passage à la limite est tout de méme possible et la valeur de la 
dérivée se simplifie comme ceci : 

Posons u=l Partant de 


1 && r(vo1&)r(k—-v) bast 
Р ) DEET 


2 
ir(v«1)£&| А(к-1)г(-у 


_ 


ôP; (z) (1+2 


) 
Ov (1-2) 
EN. 


OP (z) 1+2) u$ te ED ez) 
lbs Чүш SE v>0 r(-v) 2 
: 1 LE k 
forme indéterminée pim CEAD pigs 15 FO = = x) 
po Eve or 0v а m = 2 
y 


or 


Ses)" 1—2 1 1—2  OP\(2) 
= = => 
2 _1-2 1+2 ду 
2 


Comme P!(z)=0=> 


ôP! (z) 
ду 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions de Legendre 
associées de degré et d'ordre entier, valeur au degré 0 pour l'ordre 2 


I| se trouve que les termes de la série se présente sous une forme indéterminée lorsque le 
paramétre est nul, mais qu'un passage à la limite est tout de méme possible et la valeur de la 
dérivée se simplifie comme ceci : 

Posons u=2 Partant de 


aP"(z (1+2) 1 | г(к-у)г(и+1+ x) 1-z 
ov. (E i Ta DE j 


>| г(к-у)г E DEER 


jh 
- (I-z) rf +1) & MI (k+1- g) (=v) 


ӘР?(2)| _ (ez) "n q- YCD E 
ду v=0 ` (-2) v20 122 r(-v) 2 
1 
— EX 2 k=% ET k 
forme indéterminée pim ш = Lim— =1 BERE) iate (1+ z) (k - p a 
rag D =V v0 _1 ду 2 (1-2) f 2 
` 


OP? (2) 
д 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions de Legendre 
associées de degré et d'ordre entier, valeur au degré 1 pour l'ordre 1 
k 
1—2 
2 


_ (1+z): Lim E CIU yer d-vir-4+0f 2) | 


a aoo =" Ad ETE) 
Or Lim y (v-k +1) =œ et Lim Y(-v)- о et Lim Y(k —v)= 00 


k22 К=1 


_ (+2); r(1-v) (1+), w(v-k*D(1-zY 
у [ O- vo A у D "ECH | 2 Il 


r(-v) 
. wv(v-k-l) 


eu (es 1 frere) | 
ду Ew T(v 4-1) < | Dit Uu (y (k v1) -w(v-k1) 


1 
NC 
ду 


P! (z) 


NO E - MD 2 4 ROCKS UL NT 
Deae ыр и 1-v EN r(v) _ | 
1 1 1 i ү(у-Ё+1) _ 


Z)g———— 5 WEI zn Z)g— а — — Lim 
ve | n+z Vi )= е k-2+z ye "> r(-v) 


t [iens] 


Développons un peu plus le calcul : 


1 
_ OPI) 
ду 


vO-vO=1 (0) 00-1003) 00) = 151-3 
1-2) әрә] Jl e 2 E ў 
(Lez ду "d Ñ 2 tz (k —1) 2 


U 


2 
е (059) 65) 459) с 


- 2952-3 -e- an (5) -L- td e22-(- xot] 


|- (—2)0«22)-(- req 122) 20 


2 ду 


On vérifie que la dérivée paramétrique posséde une forme particuliére : 


OP) _J_ id (1+22)-(1-2?) Log 12] 
ду у=] (1 + 2) 2 
Or P. (z) = -(1 = E — eR) = p tel Gelb т 2 (1 + 2z) 
v=l + Z )2 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions de Legendre 
associées de degré et d'ordre entier, valeur au degré 2 pour l'ordre 1 


om) (esp _ 1 lk SUE (L) 
W (1-2) sl AE) wee а) s 


NIE UE EE EE 1-zY 
a (2 $| (erp UD 5 | 


Or Limy(v-k+1)=œ et LimT(-v)=% et LimT(k-v)=% 
k23 


k=1,2 


1 
_ SEI) 
Ov 


м 
Kach 
+ 
N 

— 
© 
Le 


Im T "tva - voll tenus 0 Ds vo = 3 


v) 
e ner zer (es | 


De rv) (2 
Trois formes indéterminées | Lim r(- 


x 
l 
N 
м 
en 
N 
М 
NI 
N 


ie 


. T(2-v) Pr ea) 


Lim im 
a" Ure) " E rcn 


NOCERE ЖЕ NEN M MR ° 
‚тле ш е UE ы UE IU Tu сл 


1 1 1 . v(v- 
Z) X ——— > W (V - SH ALES = — > Lim-—— — = 
АЗ ) n+z die v) k-3+z y-2 v22 r(-v 


De plus Lim Vien) tb dim cv) 


von r(- v) 


| Es Die I d 
| oky (4- vof =} voy 2 3 Se a Ï 


| (k-1fk-2 


Développons un peu plus le calcul : 


u _ 5 om 25. (1+k)2+4) 12 6 
y (4) VOS v (5) OE (k -1(k -2) 2) (k —1) 
GS ôP! (z) = 5 2) +29 SÉ "NE. =) 
(Le zy LAM US 2 2 k=3 (k-2) (k-1)A 2 
1—2 l-z% 2p Œ 1 A-z% e 1 A-z 
= е 272 у, 
&(1-zyY 2f[1-zy (01-2) Seutt-zi f(1ez 
Х| 2 ) US ) EES Cl 2 | ü Los 2 | 
— 1 Ms) ie) eut) le)" bz 
ta, єз 05) 55) 
к= 1 fes) Е -zù (1-г\ ete) 1-z Y(1-z 
P en 2 J | 2 Js 2 | | 2 Е 2 yi 2 H À 2 I 2 Jud 
- (1-z)2 aP! (z) = 452) 19 52) (1-2) ЕЕЗ 
(1 Geck ôv |, 2 2 4(1+ z) 2 
(1-z)2 OP(z) (1-2) É ES 
ES zm pepe 22— 52?)- 32(1 z)Log 5 
ðP! (z) E (1— z) E - E "s 
E eg vie 2z= 52?)- 3z(1 2 ) Log S Or P (z)= 3z(1 z?) 
OP, (2) = renes (Cl z} > 2@= 52°)= ро) 020 (2422452) 
ду v=2 2 (1 + zy 2 (1 + 2)? 
Résumons les résultats obtenus pour les divers calculs effectués : 
un = Rod E) P’) =1 
ФР, (2) = Р! оо d = P'(2)= 0 
ду у=0 (1+ z); 
dP? (z) 1+2} (1-z) BAS 
ay Kë Cog 2 \- (14 z) Pí (2) = 0 
ôP, (z) EL d (1- | (+22) | B(--(-zp al zh 
ду (1 + z): (1 + zy 
ôP, (D) КЕ d ( - 2 (24224 5z) P! (z) =-3z(1 рав а) 0207 
ду (1+ 2): (1+ z) 


Hypothése de récurrence sur les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées, de 
degrés et d'ordre entiers 


On va faire l'hypothése que les dérivées paramétriques ont la forme suivante : 


GEN _ р" гон Ж )+ (1—2): к” (z) 
ду 2 (1 2)2 | 


у=п 


Loi de récurrence sur les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées sur les degrés 


La loi de récurrence sur les degrés des fonctions de Legendre associées s'écrit : 

(v- u &-1)P^(z)- Qv-- zB" (z) (v- u)8^,(z)- 0 

En dérivant terme à terme cette relation, on peut établir une relation de récurrence suivant les 
degrés sur les dérivées paramétriques : 


(v- p + 1) 222) _ Qv: 980) 4 (v 4 q JA), pe (g)- azP^(z)« P^(z)-0 


y 
ôP" (z) OB"(z) 


—vy-n =m 
E ду ду 


y-n 


- (2n P ca) 
Ov 


v=n+l 


+ P” 


ye » (z)- 2zP"(z)« Р" (z)- 0 


V 


= (п-т+1 


+ (nrm) ED 
= 


y=H 


v=n-1 


Loi de récurrence sur les fonctions R : application de l'hypothèse de récurrence 


ED! exe). dë el re-er} LEO - Cors zy 220) 
Posons РУ) (ez) PREIS eye = Be) EI pobmóne 

Rond Log 22) sy fase pn o ose baee o) ob Der 
i - (n-m DRE (z) Que eRe (2) (a+ mR (2) [B (6) - 2287 (2) El 


5 EA 0 
(n — т+1)8" (z)- (2n +1)zR” (z)- (n m)R? ( )+ P" (z = 22P"(z)+ P” (z)= 0 


Vérifions si la loi de récurrence sur les fonctions R est bien vérifiée sur les trois calculs précédents 
(degrés 0,1 et 2) : 
m=l п=1 


=> Ri(z)-3zR|(z)- 2RY(z) B (z)- 2zB' (z)- B(z)- 0 
Ri(2)=-1 R(z)--(1-2z) R!(z)=-(-2+2z+5z°) 
Or = zi 
P (z)=0 P(z)--ü-«z) B(z)--3z(14z) 
Ri(z)-3zR| (z )+ 2R dÉ )+ P. (z)- 2zB'(z)- P'(z)= 
=-(-2+2z2+5z2?)+3z(1+2z)-2+ (=3z(1+ z) - 2z(1+ z} 
=—2z+3z—z=0 
La relation de récurrence est donc vérifiée sur les degrés pour l'ordre m=1, pour les trois premiers 
degrés. 


Loi de récurrence sur les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées sur les ordres 


La loi de récurrence sur les ordres des fonctions de Legendre associées s'écrit : 
- 
V1- 


p^? (z)4 P^" (2) +(v-u)v+ u +1)P#(z) 20 


e PP (3) + Жык P^" (2) 014) (Le u) PE) =0 


En dérivant terme à terme cette relation, on peut établir une relation de récurrence suivant les 
ordres sur les dérivées paramétriques : 
дР (z) 2(1+ u)z дри (z) 
Qv X1 m. z? Ov 
dP; (2) _ P, (2) 
Qv Qv 
m2 ml 
NUM C) 201+ m) ôP; (z) 
ду 1- z? Qv 


+40) uL u) 0 4 (29+1)P"(2)=0 
V 


—v-n u-m 


v-n 


Ex) ms п)? e +(2n+1)P"(z)=0 
y 


yv=n y-n 


Si maintenant on fait l'hypothése que la dérivée paramétrique revét la forme suivante : 


ÔP"(2)| on lez) (—2)з „n 
EO вора le к;(2) 
0 | E TI E (+m) КОЕ 
„275 1+2 lee Pr 2(1+m)z 2 1+2 (1— SL m 
E. CCD e sur 2 kal 2) Zen ә 
one ненуе о) E e (2n+1)P" (2) 
rel ler SEE npe dat: 
E орус. sk 0-2) " (1-z)2 Dn 
e WE (z)+ H-z: (4 BC R; DÉI EE (z)+ 
NOE RH zy P"(z)=0 
(1+ 2): 
` (E pe) CURE Be) (an) me m )Ë"(s)=0 
ere SES E ne (o) (tn) mR (2) Que DË (D =0 


Vérifions si la loi de récurrence sur les fonctions R est bien vérifiée sur les trois calculs précédents 
(ordre 0, 1 et 2) : 


(1— DÉI Dm+2 2(1+ m) ml n(1+n +m = 
Cie Pa ton) н) 0 


(I = di „ 2(L+ m)z m Ce (n(1+n)=m(1+m))R”(2)+(2n+1)P"(2) = 
Lernen ЖЕ gn) (рл) тт) С) Qn n (a ec 


m-0 n-0 
Р2(2)= Р!(2)=0 P?(z)=1 la première relation de recurrence est vérifiée 
Ri(z)- -1 Ri (z) --] R? (z)= 0 

(1 _ z) 2z 2—1 2z l+z 


_ — +1= — + —0 la deuxième relation de recurrence est vérifiée 

жо) de) ` (22) Пы) do 5 
La relation de récurrence est donc vérifiée sur les degrés pour le degré n=0, pour les trois premiers 
ordres т=0,1,2. 


Loi de récurrence mixte sur les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées sur les 
degrés et les ordres 


Il existe également des lois de récurrence mixte sur les ordres et les degrés des fonctions de 
Legendre associées qui s'écrivent : 

() Ji-z E" (z)-(v- uP (2) (v и) (2)=0 

(2) vV1-z2?Pr"(2)+(v+1+ u)zP"(2)-(v- u 187, (2)- 0 
La deuxiéme identité se déduit de la premiére et de la relation de récurrence sur les degrés. En 


dérivant terme à terme ces relations, on peut établir une relation de récurrence suivant les ordres 
sur les dérivées paramétriques : 


() Ji gp (s)-(v-u)eP"(2)+(v+u)P"(2)=0 
ic eph G)-(vs1- yep (2)+(v+1+u)P"(2)=0 


De plus. 1-22 P^ (z)- (v- u)eP"(z)- Qv Ue (z) (v- u +1)P%(2)=0 
=> (2) J-z PM (2)+(v+0+1)2P"(2)-(v-u+1)P2(z)=0 


ossia 2080 80 y (y 4 EE erte p (zn 


+ 

+1 

(2) A-2 RO „(v+ + EH) (uy DCE PE pa (z)- 0 
y у у 

Еп injectant la forme de la dérivée paramétrique dans la relation (1), il vient : 


OP, (z) = Pr (Jo gl ЕЁ |+ E R" (z) 
ду v-n 2 (1+ 2)2 
m+1 m m 
DEEE PE) f); C) нат) "© Lopez) pr (z)-0 
v=n у=п-1 
m+2 m 
V1-=z2?*P"*"(z)Lo ш ER с R'"*(z)-(n— m)z| P"(z)Lo Lez , u- zh R"(z 
n g 2 m n n g 2 m n 
(1+z)2 1+z)2 Ў 

< = 


+ 
A> 
S 
+ 
3 
ZR 
5 
LS 
TS 
xU 
FS 
Q 
ч 
— 
+ 
N 
Ke ш? 
+ 
= 
| 
N 
— |М 


Ep. o = zP"(2)+ P" (2) 


n+ m)P” (СЕ 0 


En injectant la forme de la dérivée paramétrique dans la relation (2), il vient : 


m 


OP" (z) = eros (142), 0-2 R^ (z) 
EK: ea 2 J (142% 
m+l m m 
()> J-C) fe EEN, ыб ago El — Lzp^(z)- Pu (z)-0 
y 
T v=n v=n+l 
m+2 
i-e eo 152) 0-3 = В" (z) (n т+1) во =) 6-3 n 
2 (1+ z): 2 / (1+z) 

e 


2 


м kän 
"Ae 


* (n m VzR? (z)- (n- m+1)R” 


mc )L dii Royz (aen )- pr (z) 


+(n+m+1)zP"(z)- (n— m+1)P" (z )=0 
" a(z)+ zP"(z)- Б". (z) - 0 


Vérifions si ces deux lois de récurrence sur les fonctions R est bien vérifiée sur les calculs 


précédents : 


B (2)=B(2)=0 Eil) Bil P(s)=+(3z*-1) 


Pi(z)=0 P'(z)=-(1+z) P,(z)=-3z(1+z) 


В2(2)=-1 Ri(z)=-1 R(z)=0 Riz)ez-1 к'(2)= i6 1o ez) 
R(z)--1 R(z)=-(1+27) R(z)=-(-2+2:+57°) 
б) g (n m)zBr (z)* (n т)Р”" (z)- 0 
(L- z)R?" (z)- (n – m)zR; (2) +(n + m)R7 (2) zP" (z) Ру (z)- 0 
(2) с he (n- m 1). (z)- 0 
(L- z)R?" () (+ m+ Rz (z)- (n— m UW (2)+ 2È" (z)- Ри (д)= 0 
(L- 28 G)- zE()- Bt -0-2)- 2 «1-0 
(I) n=1,m=0=> (1-2) (z)- zR (z)+ R) (z)- zP° (z)+ А (2) = (z -1 0 2z) 


(2) 


п=1,т= 04 = 


-e-f 22 )+2(-22)=0 


Les deux relations de récurrence sont donc vérifiées. 


=-(1=z)1+z)+2z? -Gz? -1)=0 
(1-z)Ri (z)+2zR? (z)- 2R, (z)+ zP°(z)—= Py (z) = 
<= 


(z-1)1+72)+ z? - i (322-1) 


norm -3z +1)= 


-z(z-1)-z^41 


Expression exacte des polynómes de Bromwich liées aux fonctions de Legendre associées sur les 
degrés 


Partant de l'expression : Р, (z) 
Ov 


= Pr (юго 122 )+ B? (2) = Pe Oro 52) + £97 nc) 
=п 2 2 (1+2) 
Il est possible de construire la formule exacte des fonctions de Bromwich, qui s'avère être 
effectivement des polynómes. 


(zn grey | а ит ибт) (SE) 


xoc E Rer GT) 


Sch 2 cU Kk "s E Ga RIEDER 


eI > Су ad. икта) иет) 5) 


En posant [= К+т< Е =1-т 


xe» Um] | EE 


c (a-l) 2) £I-my(n-1) 


Plus précisément 


5 e Myg en env (5) sim=0 


c (fia A) 
To: суу eMe es] $ CEE рири инв 2), 


< (a-l) 2) Z£ni-—-m)(n-1) 


pour m2] 


On retrouve l'expression des polynómes de Bromwich dans le cas des fonctions de Legendre, m=0 : 


m=0= Klek 23 а [v(1+n+1)-w(1+ (E 


Ce qui est exactement la formule donnée précédemment. 


DANS Cave, QUEE) i I+zY 
WE 1) are gil ett v+ DÍ Ç J 


I (D) fonction Gamma 


I'(a) 
I (o) 


y (e) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (œ) = 


Voici des tableaux des expressions successives des polynómes R dits de Bromwich : 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich pour les fonctions de Legendre associées 


n-0, m-1 R. (z) =_1 
n-1, m-1 Ri(z)- -1-2z 
п=2, т=1 Кај 25002-58 
n=3, m-1 2 3 
R(z)- ` " И 4 "i _ M 
n-4, m-1 i 8 61z 97z 1092 319z' 
Hg tt utu do 
n-5, m-1 | 47 4992 253z? 10932 619z* 18797” 
Ri(z)= -—- + + - - 
32 32 16 16 32 32 
n-6, m-1 i 16 1433z 201722 703z? 28872* 6557z° 20417 zf 
Ri(z)= - š + Ts š E 
5 160 32 16 16 160 160 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich pour les fonctions de Legendre associées 


n-0, m-2 RL 
n=1, m=2 R?(z)=2+z 
n=2, m=2 Ri(z)- 44-13z48z? 
n-3, m-2 Ri(z)=-8+7z+47 z? +317 
n=4, m=2 2 : 
RC)=< ga s dang Psst < 
4 2 4 
n=5, m=2 a i 
gi(z)-16-1P92 457 ЕЕРЕЕ ШЕМ 
2 4 
п=6, т=2 


2 389 2227z 178122 7107z 13285z* 162592) 23189z^ 
R2(z)- + - 3 š + + 


Š 32 16 32 8 32 16 32 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich pour les fonctions de Legendre associées 


n=0, m=3 Rà (z) = 
n=1, m=3 R. (z)=3+z 
n=2, m=3 Ri(z)=-8-97-37° 
п=3, m=3 Ri(z)=-23-102 z-123 z? -46 z° 
п=4, m=3 Ri(z)=48-32 z-471 z? -636 z° -247 z* 
n=5, m=3 ann 247 2067z 7232? 31672 98732* 39212 
Ri(z)- —— + + - - - 
4 4 2 2 4 4 
n=6, m=3 


8972 R 11553 z? à 6043 z? _ 8895 7° _33051 z _ 13327 z^ 


R°(z)= -12 


Voici des tableaux des expressions successives des polynómes dits de Legendre associés, soit : 


рг(@)=С=® ges Br) CE pr(a)=(-1)"(1+ y LEO 
1 2 


(1+ 2) —27)2 
Degré, Ordre Polynómes dits de Legendre associées 
n-0, m-1 P (z)= 0 
n=1, m=1 P'(z)=-1-z 
n=2,m=1 P.(z)= -3z-3z? 
n-3, m-1 E) 3 3z 152? 15z 
z)= =+ - - 
? Э 3 2 2 
n=4, m-1 = 15z 15z? 352 35zí 
EE 
n-5, m-1 B(z)- _15 _15Z. 105z? Ф 105 2? _ 315z* i 315 7° 
? 8 8 4 4 8 8 
n-6, m=1 = 105z 105z? 315z? 315z* 693z° 693z^ 
ice É" | * i | 
8 8 4 4 8 8 
Degré, Ordre Polynómes dits de Legendre associées 
n-0, m-2 B?(z)- 0 
п=1, m-2 P?(z)-0 
n=2, m=2 P2(z)=3+6z+32z2 
n-3, m=2 P?(z)=15z+30 z? +152? 
n=4, m=2 = $ 
£P 45245 7243057 1952 
2 
n-5, m-2 = 105 315 z? 
P2(2)=-— -105 z? +105 z° +315 z* (MI 
n=6, m=2 2 105 105z 1785z 9457 15752* 34652) 3465z* 
P?(z)= — + - - + + + 
8 4 8 2 8 4 8 
Degré, Ordre Polynômes dits de Legendre associées 
n=0, m=3 P? (z) =0 
n=1, m=3 B*(z)- 0 
n=2, m=3 P? (z) — 0 
n-3, m-3 P3(z)=-15-45z-457? -15 7° 
nz4, m=3 P?(z)- -105z-315z? -3152° -105 z^ 
ге = 2 4 5 
n=5, m-3 F()-19 315 Z 2157213657 28352 _ 945 z 
? 2 2 
n=6, m-3 B (e)= 9452 | == 27 2282 9 758 54; = z _ m z* 


Application de la formule de Bromwich au calcul des fonctions de Legendre associées de deuxiéme 
espèce de degré et d'ordre entier (fonctions dites « On the Cut » ou encore fonctions de Ferrer 


Les formules de liaisons pour les fonctions Legendre de premiére et deuxiéme espéce sont les 
suivantes : 


я Sin((v+ ye)" (2) - [cosi nr Kri gedet) 


2 g^ (2)Sin((v+ n)z)= Gelle ur )P"(2)- ^C z) => v,u =m entiers PC 2) = CA)" n^) 
T 


H s H | 
Q, (2) = - SEE uc) (z) 5 ( z) v, u ë N Forme indéterminée 9 Lorsque v, u = m entiers 
2 smer 
О"(2) = Lim Z Cos aklë (2) EC z) 
о Sin((v + т)л) 
ô[Cos((v+ т)т)Р/"(а)— Р/"(— 2)] 
Calcul de la limite par la règle de l'Hôpital Q"(z)= d 7 ш э 
i ду 
ү Cos((v + Ш) -T Sin((v + mr )P" (z)- ОР” C2) 
Qr (z)- Lim ду 
HEN 2 z Cos((v+ mr) 
(iy 28" © _ óB" C2) ôP" (z) ôP" (-z) 
A І ду ду т 1 i Z n+m р" =Z; 
= = — -(-1 
ndr. С” 29€) A a т J 


En injectant la formule de Bromwich dans ce résultat il vient : 


m( „\ _ 1| ОЁ, (2) ү туч" ОЁ, (C2) OP, (z) 
00-3 а ) о 


v=n 


> (= (е tel D gt) re ae) r 2 


2 


Comme  P"(-z)« (-1)*" P"(z) 


n 


Cela donne pour quelques valeurs de n et m : 


070)= (е Crog Ch Kur EE pe 2 


=Z) (lez): (1-z)2 
Pi(z)=0 EE EE 372 +32 )=- — 
aU R )=-1= 019-1029 09) CC _ = 
E(z)-0 R(z)--22 Q ( Jr? EENG en 


1 


сй Lem ==) tectae 


=> gis) = VZ rog tz) - == 

P?(z)=0 oun 1 (1—2) (1+2) _ (1-z) (2+2)+(1+) (2-2) _ 2 
en ot Häipe a a) + 22) 1-2 
meo | al Én, 2) Al _ (-2Y(3+2)-(1+2Y(3-2)___282 
ЕА d [ede um 21-22); (1-2?) 


Tableaux des fonctions de Legendre associées de deuxiéme espéce 


Degré Fonctions de Legendre associées de deuxième espèce 
ordre ог)= в Oro D rete) ey + et 
2 1—2 (+z) (1-2)2 
п=0, 1 
m=1 Qi(z)- - 173 
n=1, h _ „2 
a | Q'(2)= 1—2 Lo 1+z Z 
i 2 1 2 
2 l-z 
GE 3zV1- 7° 1+z\ 2-3z2? 
m=1 !( )= Lo, 
2 1—2 l-z? 
n=3 2 2 2 
/ [aca 30-52 Wi-z 1+z) z(13-152°) 
=1 z)- Lo + 
"i 9€) 4 801-2] 242 
en (=) 526-72 Wi-z? Loof 1*2), -16+115 z? -105 z* 
m= = 
ч 4 S l-z 64/1 22 
n=5, 4 15(1-14 z? +212 1-z? 1+z -113z+420 z° -315 z` 
=1 !(z)= Log + 
8 l-z 8V1- 2? 
x Qi)- 2152-302 «33z Mi =z? L + 3460 4652 
16 1—2 4041- z? 
Ge Q)- T -5+135 z? -495 z* +429 zŠ W1-z? A Kaf z (1873-14273 z? +27335 z/ -15015 z^) 
et 3 S Ten "me 
п=8, i 9(-3524385z -1001z +71527 1-z Irch  -20484 6270322 -301455 z* 4 465465 z^ -225225 z` 
т=1 Qi(z)=- Log + 


32 


56041-z? 


—Z 


Degré Fonctions de Legendre associées de deuxiéme espéce 
Ordre o”(z)= 1 вов 112) «027 R"(z) ( Ve? Kee R"( z) 
2 =; (1+ z): (1—2)? 
п=0, 2 
m-2 Qi(2)- 5 
n=1, 2 
m=2 Oli 72 
n=2, 3(1 = 2 1+ 5—3 2 
m=2 |Qi(z)- | 3 ) (142), 58-3 ) 
пз, Lach z? 1+ -8+25 z? -15 z* 
m2 | O? (z)= a á rog 12) SC Z 
T 151-22 [1-72 E 81-190 z? +105 z* 
EE E 
п=5, = 95 2. x 2 _ E 4 _ n 
=` Ка 105z(1 a. 3z у 2), 32 —— 315z 
=Z =Z 
n=6, 222, x: 2 4 = 2 4 _ 6 
s oz = 1950 z? Y1-18z2?*+33z ) pO (152, soto 5103 z? + 7665 z 3465 z*) 
16 1—2 8(1=z ) 
Tu 63(1=2?)z(15-11022+143z*), (1+2} -1024+ 22923 z? -86499 z* +109725 z^ -45045 z 
m=2 Qi (z)= Log + 
8 1-2 401-27) 
ine og tcn ee er, lee) z (9781-38232 z? +109494 z^ -120120 z* + 45045 z") 


2 181-7) 


l-z 


Degré Fonctions de Legendre associées de deuxième espèce 
didi ог()= eist E 89 pete) Cy LEE et 
1—27 (1+z)2 (1-2) 
п=0, 
w 21 x) 
1-22) 
п=1, 8 
=3 О? (2) = z 3 
1—2?} 
п=2, 8 
т=з | О (2) = 3 
1-2} 
Ge 50-2}, f 40 z2+15 z4 
m=3 Qiz)- 5 E Lo ЕЭ z (33 - 0z E 5 Z ) 
b 1-2} 
п=4, 3 
in | lose 1052—22}, uch -48+23122-2802*+1052* 
Qi( ) Log 3 
2 1—2 (1 -zÈ 
n=5, 3 
m3 |a 1050-91-22), uch z(-663+2359 z? - 2625 z* +945 7°) 
Q; (z) = 4 Log 1— 3 
2 201-2?) 
п=6, 3 
=з [aoa 31526-11:2Xl-zp , (dez 256-3663 z? +10143 z* -10185 2° + 3465 z" 
О; (z) x Log iz 3 
Á 21-2} 
n=7, 3 
т=з (ot. 315(3-662 +143 z* EE: vd 79295 - 68850 z? +155484 z -140910 z* + 45045 z") 
7 nd 3 
S к 81-22) 
=8, 3 
ж Q- 34652(3-262 «302 E p, (тес) -2048+5718922 -287694 z + 547932 z° -450450 z" 1351352" 
GE 16 81-2 Sg 
8(1-z } 


Expression formelle de quelques dérivées paramétriques pour des degrés entiers et des ordres 
demi-entier m-1/2, récurrence sur les degrés 


Lorsque le paramètre u est non entier alors l'expression de départ que l'on va utiliser pour ce calcul est la suivante : 


_ (L+ 2): Se п) AE 2 а T X58) - 
v» (1-2) SL — i 
k=n+1 +1—и ! 
| Cy (n+k) 5 d "T 
aP) _ (+z И (98 enl Е pl 2 | 
SR (1-2) 


T e| (y — nace 


ü de k! 
ien re C) | 
ee d 


др? (2) ey ien UE Уро) 


ôP" (z) 
ду 


| 


Prenons par exemple m=1/2, il vient : 


Si n=0 : 


T 
8 


um 
+ 
N 


— [SN 


С oP” 
Expression équivalente 5 С ЕЕ 
v 


PR |n 
en 
| 
N 
ю | als 
> 
L 


T 
8 


— 
+ 
N 


Prnt ш И PO): 2 
v0 r(-v) ду We 


== 
| 
N 
N| | sS š 


ду (1-2) 2) 2"T(k«1 — 2*k 


әв) (z) ek 3) 
ду VE de k-l (2k)! 2 


v=0 


Après quelques tâtonnements et en s'inspirant des résultats de sommation de séries, établis dans 
le cas des dérivées paramétriques des fonctions de Gegenbauer (voir les polynômes de Gegenbauer 
d'ordre entier égal à 1, assimilables aux polynômes de Tchebychev), on peut montrer que la série 


suivante est le développement limité de la fonction: 5- 2' (ej (1 zy E vl-z ArcCos(z) 
k(2k} +2 
D'où le résultat: 


Si n=1, il vient : 


EP? (2) Dich 1-2,1 &x 2 (1- k)(k - 2) Ly 
ду = i T Tr À (2k) d j 


© 
È 
> 
Leo 
° 
š 
Š 
Lo 
©, 
(е) 
cm 
Q 
= 
Et 
Q 
N 


£4 (k - 12k) £ (2k -1) k(2k) eX 2k+l 
cn NS LE) un A SET oy 
-(1-z 2. КОК) (1— z) ZH 4 | 
kx 2* (xt) Пар к= Oy ï _ ArcCos(z) 
Or > оку = =— ArcCos(z) et оку EE E 
се оу E E Л-2 СЕА ArcCos(z) | _ Бе 
> Lada zY =(1 ER Cos(z)+1 eme) (1 ЕЕ: 
<= HE. is er 
= 2 (ЖП ЕЗ (1-2) -(1-z)-z RUE ArcCos(z) 
D s 1-2-2 A (aye sassa үг He RN 
= y Mr? (y (1— zy - a-z) (22) LE ArcCos(z) 


1 1 | 1 1 o; 
apo (z) __ ме zas EECH Cosz) Or Pi(z)- el (22-1) (1+2)% - Bi) 
ду l-z) A 1+2 ((—2)4 Ут Ул (1-2) 


1 
Avec B? (z) =2z-1 


= 2* (k!) (1-2) = ArcCos(z) 
Pour obtenir le résultat suivant: =! (2k +1) vl-zvl+z , on utilise des résultats 
établis antérieurement sur les dérivées paramétriques des fonctions de Gegenbauer : 
k=% yk _1) 1 
POE У 2 (k 1)(k + 1)! (ШӘ, ds zArcCos(z) 


E ge) ко 

ү жо oca" 

ro goa 
— ap ES 
;¿ reellen 


A l'aide de Mathematica, on établit l'expression de l'intégrale indéfinie comme suit : 


_ _ zÁrcCos(z) m (1 zs ArcCos(z) 
Е(2)=1 оле — J dz(1 )r'(z) ÉE pu E 


II suffit ensuite d'étudier le développement limité d'une partie de l'expression à savoir : 
F(z) ps zArcCos(z) G(z) = ArcCos(z) _ 
V1=zvV1+z М-24/1+2 
Pour se rendre compte que le développement recherchée de la série coincide, soit : 
y 2 (krf mm ArcCos(z) ` 
— (2k +1). V1=z2V1+z 
Prenons maintenant n=2, il vient 


i i > (e ар, DE E E 


ӘР? (2) (1+ z) 2 


v=2 к=) (1) = o 


k=3 rei) k! 2 
Z 


di Ja r(3) =Z 1(2)- зул 


4 


xni att or ene 


к le ET EI l SE) 


k=3 re k! 2 
2 


Développons ce calcul : 
Dich 1 - 5(1- z) )+20- гў - 52 2*( D )(k— An _ 2)" 
lom (2k) 


rel (k+2Xk+1) 2'(k!Y H 


£x(k-2yk-1) (2k) 


1 
ӘР; (2) 
Qv 


Il 
= 
= 
+ 
N 
— 
h| 
É 
| 
сл 
Z> 
— 
| 
N: 
Ç A 
= 
e 
х= 


qa = 
+ | 
N N 
Bj R| 


м. “Nas: 


k 


E (1-2) À (1-2) zY - > c : Ө 


i|k-2 k-1 k 
& 1 2* (ef d 


— 
— 
l 
N 
— 
a| 
a 


ArcCos(z)-(1— 2)-Ż(1-z7 


H(z) E zArcCos(z) Gë 1 (1 = z) 


= k ! 
(1-2) Д 22 dz Z (2k) 


e ` J/1-z ArcCos(z) = l-z 
< (2k) QUA M MM 
олору тараи 


k-3 (2k) Маа l+z P= 3 
Prenons le chemin inverse. G(z)= —(1— z) f dz e + B(1— zy 
Js: 2085 = zo V: (1+2z(1 Zä, z) 7 1q- z} 
"T & F , wm 1-z Jl-z (1+ Us z)4rcCos(z) 74 y 
D'où (3) Z (k =2)2k) (1 z) RE HEP = 3 t S (1 z) 
Eu. 29r (а) к_ l-z Ais ArcCos(z ) Ais 2z(1- z)4rcCos(z) 7 2 
xi Z (r 2Y 2k y Hs NT. S ` te 3 E. 


Ce qui donne aprés utilisation de Mathematica, une expression finale de la dérivée paramétrique 
fortement simplifiée : 


GP? (©) NT 1 xi-z 
ду (ch Ут Vi+z 


у=2 


(1 -2z2-4z2? JarcCos(z) 


Résumons les trois résultats obtenus pour les trois degrés, n=0,1,2 


1 
aP? (z) 1 (ї+2)+әЛ->2 
S =- ArcC 
ду Ja (1-z)s У1+2 ENS 
v-0 


ӘР? (2) _ (+ 1 NEZ Astelle +1) 


ôv | ` quay ve Vire 


or? (2) _ _ баў | Z ArcCos(z KE 14-224 Az?) 


co de den 


On fait a priori une premiére hypothése d'une forme définie à l'aide de polynómes de Bromwich, 
comme suit : 


1 1 
OP? (2) [ше 1 d-s ` 
= = ArcCos(z )R2 [z 
aqu seque m 
Vérifions si la loi de récurrence des fonctions associées de Legendre pour les degrés 0,1 et 2, est 
bien vérifiée : 
() = (v-u*UP A G)- Qv +1)2Ри (2) + (v и) (z) 


(2) о-и) eene EO wl, pr C). Serie pr (z)=0 


ven ucl Еа) LO раа) ША Li) pi) Lise) 
2 (l-z) Y7 (1-2) Vz (1-2): v7 
Soit P2(z) q RO FO FOS Pb 
]-zp Y7 


1 1 1 


Et Ri(z)e-1 Ri(z)e-1-2z R2(z)=1-2z-422 


B (s)=2(=-1-22+42?)-3z(-1422)+2 =0 


1 1 1 
De plus P2(z)-2zP?(z)+ P2(z)- —1-2z+47 —2z(-1+2z)+ 120 


ETE S => 3 p2(2)-3zR2(z)+ 2 mo (z) =3(1-2z-422)-3z(-1-22)-3=0 
2-3 i 2: ° 2 2 


Les relations de récurrence sont donc respectées, mais avec un petit bémol. En effet il se trouve que 
pour les trois premiers degrés, les polynômes des fonctions associées de Legendre, et les 
polynômes de Bromwich respectent des identités spécifiques, il faudrait donc pousser le calcul 
jusqu'à l'ordre 3. 


Hypothése de récurrence sur les degrés pour l'ordre m-1/2 


La deuxiéme hypothése de récurrence s'affine, avec l'introduction de deux séries de polynómes de 
Bromwich : 


ӨР? (=) Bt a Ta MENA ARIA 
a GE E Conte (+ ein) 


Respectant les lois de récurrences suivantes sur les degrés : 


1 d 1 
Soit pa( )=0+2Y logi) 


(1) , " Ac, (2n+1)zP2(2)+ [ Е 3 P: (z)=0 
(2) [ TEE Сп) (2) en lest 
nl [m+ je - Queer «(n Au BEL Së Eet 


Départ des récurrences 


1 
Р2(с)=1 B?(z)=-1+2z2= Bill -1- 22 dei 
1 1 1 
=> R? (z)=-1 R2(z)2-1-2z > R2(z)-1-2z - 4z? 
1 


1 1 1 1 1 
G?(z)=0 G?(z)=0 et B?(z)-2zP?(z)- P2(z)=0— G2(z)-0 


De plus : 
1 1 1 1 1 
(1) => (2n+ DP: (z )-(2n+1)2zP2(z)+ (2n+1)P2 (z) - 0 P2, (z)- 22Р2(2)+ P2,(z)- 0 
D'où le résultat : 
1 1 


() — BG)-2:E:)- P? (s)=0 
(2) — Ri G)-2zR? (2) R; (z)-0 


1 1 
(3)  ci(z)-2zG2(z2)-G2,(2)20— vn G2(z)-0 


Le résultat de la récurrence est donc bien : 


ôP (2) _ (t+ z): LJ rcCos(z Je Li: ch rcCos(z TE 
ЕАД en, panes) 


v-n 
1 1 1 


1 1 
Ri(z)--1 Re(z)=-1-2z RA,(z)-2zR2(z)-Ri,(z)-0 Vn>2 


Voici le tableau des expressions successives des polynómes dits de Legendre associés pour des 


ordres demi-entiers, soit : 


2p 
P, ? (z) 


= m E m 


Degré, Ordre 


n-0, m-1/2, p=0 


п=1, m-1/2, p=0 


1 
P?(z)=-1+2z 


n=2, m=1/2, p=0 


1 


P2(z)= -1-2z+47 


п=3, т=1/2, р=0 


1 
B?(z)- 1-42-42? +823 


п=4, т=1/2, р=0 


1 
Р2(2)=1+42-12 22-823 +16 z* 


п=5, т=1/2, р=0 


1 
Р2(2)=-1+62+12 z? -32 z? -16z^ +32 2° 


п=6, т=1/2, р=0 


1 
P2(z)= -1-62+242? +32 z? -80z* -32 Z° + 64 zŠ 


Degré, Ordre 


Polynômes dits de Legendre associées pour les ordres demi-entiers 


п=0, m=3/2, p-1 | _3 1 
Р()= –5 
=1, т=3/2, р=1 | _3 
п=1, m=3/2, р Pils 
=2,m=3/2,p=1 | .3 
EE P2(z)= 2-9z«6z? 


n=3, m-3/2, p=1 


3 


P2(z)- 7 L6z-302 +207 
2 


n=4, m=3/2, p=1 


3 
Ei(z)--$-262«6z -84 2° « 56 z' 


п=5, m=3/2, p=1 


3 
Р2(=)= - > 212 +11422 -162 -2162* «1447 


n=6, m=3/2, p=1 


3 
P?(z2)=-51z-60 z? +400 7° -120 z* -528 z" +352 z* 


Degré, Ordre 


Polynómes dits de Legendre associées pour les ordres demi-entiers 


n=0, m-5/2, p=2 


n=1, m=5/2, p=2 


n=2, m=5/2, p=2 


п=3, m-5/2, p=2 


п=4, т=5/2, p=2 


5 
Bi(z)- 7-25 74255 z? -350 27 +1402 


п=5, m-5/2, p=2 


Big. 2332 +105 z? +840 zê -1260 z^ + 504 z^ 


A 


n=6, m-5/2, p=2 


5. 
DOS 


-1230 z? +1080 z° + 2340 z^ -3960 z° +1584 7° 


Degré, Ordre 


Polynômes dits de Legendre associées pour les ordres demi-entiers 


=0, т=7/2, р=3 | 7 
п=0, m=7/2, р P= E: 
8 
=1, m=7/2, p=3 | .7 
n=1, m=7/2, p pest 3z 
8 4 


n=2, m-7/2, p=3 


n=3, m=7/2, p=3 


7 2 
zi. .231,1292 1052 ,„ 


8 2 
=4, m=7/2, p=3 s 
n-4, m=7/2, p B (2)= 585 E 43585A рои 
n=5, m=7/2, p=3 Bee 1155 peu ЛАВЕ рл дана ARTO SY ce 
n=6, m=7/2, p=3 OMM. 8967z 


-2625 z? -8820 z' - 23310 z* -19404 Z? + 5544 7° 


EE 


Et celui des polynómes de Bromwich R uniquement pour la valeur de l'ordre Z : 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich R pour les fonctions de Legendre associées 


n=0, m=1/2 1 
Rọ (z)= -1 
n=1, m=1/2 
R?(z)=-1-2z 
n=2, m=1/2 
R2(z)= 1-2z-47° 
n=3, m=1/2 1 
R2(z)=1+47-47°-87° 
n=4, m=1/2 1 
R2(z)--1-4z«12z? -8 z` -16z^ 
n=5, m=1/2 1 
R2(z)=-1-6z+12z° +3272? -A6z* -32 zŠ 
n=6, m=1/2 


R?(z)=1-6z-24 z? +32 2 +80 z* -32 7° - 64 z^ 


. . A 1 l 
On constate la relation suivante : Ri(z)- C1y^ P2- z) 


II est facile de prouver que les polynómes de Bromwich définis ainsi suivent la méme loi de 


récurrence : 


Et comme le départ de la récurrence est vrai, alors la relation est prouvée. Cela permet de donner 


1 1 


1 
(1) = BA(z)-2zP?(z)- P2,(z)- 0 
1 1 
=> P2, (- z)+ 2zP?(- z)+ P2 (- z) = 0 


EE оу) Cy? E 2) 0 


n+l 


1 І 1 
= R? (z)- 2zR2 (z)+ R2, (z) -0 


ntl 


une forme compacte de la dérivée paramétrique : 


FHD f yar 1 0—28 St éreCos(e) 


ду Ул (+z) 


V=n 


1 
= 1 
= DEM = (- 1) P? (- z MreCos(z) 
v 


v-n 


Expression formelle de quelques dérivées paramétriques pour le degré n=0 et des ordres demi- 
entier m-1/2,3/2 et 5/2, récurrence sur les ordres 


Si m-3/2 et m-5/2 et n=0, il vient : 


ӨР? (2) (+2) к= (2-1) 5) ӨР? (2) (Lez) (k-1} i 
v | (1-2) rt : ô | Gah "ts : 
Pour п=0, il vient donc 
ӨР? (2) (+2) ES (e-i) (= | ӨР? (г) (Lez = D ES 
ду iz m o s ду 1— m _з\ 2 
_„ 60-2 d d к 0-2) r(x 2) 
l 
(+3) ae J 
UE EE Эн E — 
2) = 244 2 (2k -1) 2) Qk-3)2k-1) 
1 
arr + ) 
ne 2) _Vr(24-2) . Le 
fr) 2kQk-1) "ED" e IDEE 
LC 
SN 2) | Jn Qk-4) ANM IU 
mom met NER d J: SE? 205 
ôP (2) _ zB] 1 1-z, 1 2 (G-1)) (1- z) 
ду (I- zi BEI Jr бб (2k-2) 
ӨР? (2) _@+74) 11-2 1 (l-z 1 2 (k-1k-2), y% 
^l ôv l-z l Ут 4 "We а ` JZ (к-а) dea) 
— @+ [11-2 1 (zy (1-2V Rz (e) s 
| (у Мт 4 "ele 4 Ë 4 < (2k) 
Ce qui donne : 
PG) — zki z (1) (и Al (rz) 1-2 | Ere a 
ôv | q PIE 2 24m = (2k) UM (L- 2): 2v 2 De) E 
ôP2(z) _ (+z) 1 1-2] a AS ОИ ë > om 
= == x tA. de 7 | z+(1 22 22 GO (1 z) 
E Roman pour m=3/2, cela donne : 
зоа _ ME ArcCos(z) ôP? (z) (1 z)4 I. dex l-z 
< (2k) Es [mere лз Т Юр (NET 2/7 1+2 de mro 


Et pour m=5/2, il vient : 


BP (2) B (lez) 1 1-z = 2* (k!) k 
== — S 7 Loan (k 4-1) E) 


0-27 т = (2k) 

А (+z): 1 1-2 d | &x2' (uy ka 

"qukm a a= P GH? Ï 

_ (ez) I ex ps en LE 1-2, М1-2 ArcCos(z) 
(1-2) Ут zl ( FL JH Ji+z dg || 


_„ 907 G) _ (+ l-z аа) Er ME ArcCos(z) 
(1+ z) (2p 1+2 


ES ӘР? (2) Ed (1+ гў 1— á 1—22 3 (1- гў ен) 


i=" 5 2 3 
ду (=) л |(1+2) bye) 1+2 
v=0 
Donc pour les trois ordres m=1/2, 3/2 et 5/2, essayons de tirer une loi de récurrence à partir des 
trois résultats suivants : 


PG) _ ï (ez 0-2) 


E T ArcCos(z)= mS = ArcCos(z)=(- ros z)ArcCos(z) 
ôv | va (I-zy (Lez) VA (га > 
ӨР? (г) 1 (1+2) |11—z 101-2) _ 1 ee). (Lez) 1=z 
Es E | E 2 5 ET ArcCos(z) 7\2 EEN Fo um 
ôP2(z) уурт 3 d 1 (+z): 1—2 
Sir (-1)** p2(=z)ArcCos(z) ym 2) is 
dP2(z)) _ 1 (1+2) (1-2:2)1-2) 3 (1-29 TEE 
ë We HN Aah 
= = (z) Se (s Don p: (= z)ArcCos(z) 1 (1- 2zY1- z) (+z) 
v 


2 5 
Jn (1 F z) (1 - Dn 
v-0 
Ici on a introduit les polynómes associées de Legendre pour les ordres demi-entier définis comme 


2m md 


suit : P z (z)- EE 


v Мт (1 " da v 


4 


On rappelle que la loi de récurrence sur les ordres demi-entier est la suivante : 
2(1 + и)= 
Pr? (2) LL ри (2). (+ v)- u+ u))P^(z)-20 
(| А рн) ч) uie nr) 


2т+1 
u-2 и+1 H Vim E = 
EE), EH, (+), (aua 1)P"(s)=0 ? 
2m+5 2m+3 2m+1 
P. 2 (z)+ z(2m+3) p 2 ©)+[л@+л)- 2m+1 = 2 (z)=0 
]— 2 2 
2m+5 2m+3 2m+1 ud 
2 2 2 m+ 
ôP, ? (z) | z(2m+3) ôP, 2 (z) [Ü 381 223 n (z) +(2n+1)P 2 (z)-0 
Qv [1 = z? Qv 2 2 Ov 


Ce qui donne les deux relations de récurrence quelque soit le degré n : 


2т+1 


2т+5 2т+3 
(+2) ° (home ° (2) (cene) ciis * (z)-0 


n 


2 
2m+5 2m+3 2m+1 2m+1 
ôP, ? (z) | z(2m+3)P, * (z) CD im Hama a Aog GENS m 
Ov a/1=72 Ov 2 2 ду LA n 


v-n y-n v-n 


On va faire l'hypothése suivante de la forme de la dérivée paramétrique : 


2m+1 


ӘР, 2 (z) (142) F 1 (2 s. em б? (z) 
еме REA uem ArcCos(z)R, ? (z)+ I 
ду 2т+1 m 2m+1 (1+2) 
А (1-2) + VZ |(1+z) 2 
2m+1 2m+1 2m+1 2m+1 
бр (| _ 1 J(i-2)« шд Sc s RO, 


— ArcCos(z)R 2 (z)+ — = 
ду л TE I (sz) e (1+2) 


v=0 


— 


En injectant cette forme dans la deuxième formule de récurrence, il vient les deux formules de 
récurrence suivantes : 


BS z) (om +1)2m + з), T (z)=0 


2m+5 2m+3 
(1-z)R, 2 (z)+z(2m+3)R, 2 (z)- 


2m+5 2m+3 2 2m+1 2m+1 
l-z = 


G, 2 (z)+z(2m+3)G, 2 (z)- (2m+1)(2m+3)G, > (z)+(1-2?J1+z)"B, ? (2)=0 


4 

1 3 5, 7 
R (s)=-1 Bike Mill All 
1-z)\13-24z+23z2?) 

4 

On l'on a bien vérifié que les résultats obtenus respectent ces deux relations de récurrence sur les 
ordres pour le degré n=0. Les relations de récurrence en prenant un forme similaire quelque-soit le 
degré s'écrirait : 


Gi()-0 92(2)- 0-2) ү 


2т+3 2т+1 


EE DEEN el "з\к, 1 G)-0 


2 2 
2m+5 2m+3 2 
С) таз) т) 2 ) 


2m+1 2m+1 
(nen) am +1 2m+3)G 3 (L гал 2 B 2 (2)-0 


Si maintenant on suppose la relation : 


2m+1 Lima 
R? (z)- CU" А 2 (=z) 

Alors il est facile de montrer que le polynóme de Bromwich suit bien la récurrence prescrite sur les 

ordres. En effet : 


2m+5 2m+3 2m+1 


(«28 ? G)ezGme3)R ? (2) 0-2) EE > Gen 
2m+5 2m+3 2m+1 
2-3? (2) тз) ? C2-(«2)2 TUTE" Gan 


2m+5 2m+3 2m+1 
= (XNA ? (-2)+z(2m+3)=1)"' R ? Cz) Qe NA? (-2)-0 


Sfr Cm O- Cta (m+ 1X2m+3)R, 7 > (z)-0 


Ce qui est bien la forme de la récurrence sur le polynôme R de Bromwich. Comme la relation avec 
les polynómes associés de Legendre est vérifiée au départ de la récurrence pour les ordres Ж, 3/2 et 
5/2 alors la relation est prouvée. 


Si bien que pour les degrés nuls et les ordres demi-entier la forme la plus compacte de la dérivée 
paramétrique est la suivante : 


2т+1 2т+1 2m+1 2т+1 
2 (z) ма 1 (1=2) 4 ”“ 1 (1+z) + G,? (z) 
-(-1 P> ArcC t 9 
av ( ) Ул (14277 0 ( z) rc os(z) den. A7 (1+ zy" 
v=0 
ар Ai ( y "Si ) 
OP, ? (z) Е 2 1 1+2) 4 G 2 (z 
1 NET EA P,? (-z)drcC 
=> zm ( ) ^ ( z) rc os(z)+ SE = Эл EE 
v=0 


Proposons la forme suivante de la dérivée paramétrique synthèse des deux résultats de récurrence 
sur les ordres (pour n=0) et de degrés (pour m=1/2), quelque-soit n et m : 


в! @ =(- "тр, (=z)ArcCos(z)+ E EE Des G. (z 
òv т Vz (1+2) ( p Я 
ои bien D 
aT ES (EDEN в ( )ArcCos(z)+ d COES G. ° (2) 
ду |, (+z) 7 | de (1+ zY)" (1 E ü 
2m+1 2m+1 


ауес R 7 lt B, * (-z) 
Nous définirons plus tard précisément les lois de récurrence sur les deux polynómes R et G selon les 
degrés, les ordres. Mais calculons explicitement les valeurs des dérivées paramétriques à des 
ordres et degrés plus elevés. 


récurrence mixte sur les ordres 


Si т=3/2 et n=1, il vient : 


c (- 1) (n+k) |; E 1 y) 
aP") (1+2)? Seil ul &(n =k) 2 n+1=k+IJ\ 2 
9v |, (1-2)2] sel Lu (+4) = n- =È | 
К=п+1 T(k+1-u) 2 
3 ôP2(z) 3 (1+2) "m SEULE) 
uH => = = A ch 3 
2 ду u 2/7 (l-z): (1- zs k=2 de) 2 
1) JzQk-2) ӘР? (с) 3 (1+2) 1 (1+2) & 2^? (k +1)(k - 2) А 
d d EDT S S r M 0-9 
др] 3 (ez 1 (+ (—) 2C Ng < ua 
ôv PE UE 2 & (k-iQk-2) p 
BPA. ` 3 (1+2) 7. (+2) (1-7) 2* (k+ 209? a-z) 
ду 24m (1-2) V7 (122). 2 < k(2k) 
= 2* (kt x М1-2 = 2^ (k!) x l-z Jl-z ArcCos(z) 
Or Zon E (2k) N CU TT ET 
ӘР? (=) e (1+2) E 1 (1+2 j: (1 z) l-z vl z ArcCos(z) М1—2 А 
ду u БЕ ЕЙ ош 2 TP эре 1+z лке AOR) 
ôP2(z) _ 3 (1+z)4 l (1+2) l-z 1 (purs 34 2z 
ER EN "es (1=z)+ am E (1 Mz Fe ArcCos(z) 
NS zd db ABIDE зр (1 2} 3+2z HD 
ôv Va l+z (zs Ул (+: 2 
Soit selon CH proposée 
KËNT UE 


Si т=3/2 et n=2, il vient : 


= (-1) (n+k) HE l-z 

OP" (z) _ (1+)? jf эр T(k+1- ш) k!(n - k) y» n4i- = 2 j 

QV |a fc | ET Cay kN = п 1) 

E E 

23 о 0-2) OB ___5 „)4 (у EEN 

Fe = Ov E rl ) AER DS Kë = 
1| Vz (2k —2) 1-2} ôP2(2) _ 5 , Dn zx 2° ?(k+2)(k-3) 

d 2) 7 й?р ду | ^ pou es RE k(2k - 2) d 

(1-2). ôP2(z) _ 5 д 20 НЕ, 1 &2*?(k-- 2)(k —3) E 

(ram), Du i B NEU f ) Je E k(Qk-2) ad 

(1-2) р? (г) _ Š 135 (1-2) 5 2*(k  3)(&k—2) А 
M" m. ду T Sm 0-2) 2a Se 2Vr Z (k 1k) (1-2) 

Haal s 25 , (Q-2 88 3Yk2)2 (0 < =x 
F ea e A Xm 2 дулу Qe 

Comme (1) xr (1-z)Y =-(1 2)+ VEE десоң) 

(kt+3\k+2) 6 12 = EU k _ ls 

МЕС) s (2) 05030-5) кл recta) 

2 (L ë 1-2 Vi-z ArcCos(z) 
6) c (2k) к) УР ДӨ pms 1+2 

(1—2)+ OP? (z) 5 ze 25 zY (1-2) x(1)+12 x 

CC (art) enter) 

(1- zy aP2(z) 1 (1-z\-1+22+42?) (1 гў ue 119.4 E 
MES ду A 1+z = и `) 2 | 
NS l 1 CoN Jua 1 EDEDUD ME 


ду 


у=2 


Soit selon la forme proposée : 


3 2 
R2(z)= 5+18z+12z 


= E dde (22. 


ë (Je 


2 


Ул (+ — 2 


-(1=z) -1+22+4 z?) 


2) 


Pour pouvoir compléter les deux récurrences sur les degrés et les ordres, il faut pouvoir utiliser une 
récurrence mixte sur les degrés et les ordres comme suit : 


+1 
[i= 77 BEND) _ (y Eben AE) ps), pe (z) o 
y Vv 


v 
2т+1 2m*L à oft 
_ 2m+1 БАр. C 1 ы NE 
2 л (1—2 4 
2т+1 т+ т+ 2т+1 
ӘР, 2 (z) 1 J(I—z a RER бе) G,? (z) 


_ 2m+3 1 _ 2m+1 _ 2m+1 
(1+2)Р, 2 ВЕС zP. ? Orem Tt (z) 0 


2m+3 1 2m+1 1 2m+1 _ 2m+1 _ 2m+H 
o." ()-(n-m-2)20,* rnm б. it? (2)+Ë ° HB 


Cette récurrence mixte est effectivement vérifiée pour n=1, m=3/2 : 
1 1 1 1 1 1 
Rè(z)=-1 Rè(z)=-1-2z Gè(z)=0 G2(z)=0 B?(z)-1 P?(z)=-1+2z 


` 3F2Z 2 
2 


3 
Résulat R?(z) G?(z)=-(1=z\1+2z) | m=0 n=1 


(1-z)R2(2)=l z2R?(2)-3 R2(2)=_l2(1+22)+3 = 
j 2 SC 2 2 
EAE it E Wwe xd 
00) Leet Ze e rez d ELEC 
Cette récurrence mixte est également vérifiée pour n=2, m=3/2 : 


1 1 1 1 1 1 
Ri(z)--1-2z R2(z)= 1-22-42? Gg(z)-0 G2(z)=0 P?(z)=-1+2z P2(z)=-1-22+472? 


3 » 3 

Résultat po ( | _ EE G2(z)=-(1-z\-1+2z+4z?') m=0 n-2 
3 1 1 2 
(1=z)R2(z)=Z 2R? (2)-Ž R (2) 201-22-42) 2 (1422) = (1 — е 


3 2 
25 > Ri(z)- LIMIT 


о) 2500) Zeie tele Bil заав) ее 0-20 езана) 


La récurrence sur les degrés est-elle vérifiée pour m=3/2. Nous avons les trois expressions suivantes 
pour m=3/2 : 


â 3 3 
OP^(z) _ 1 Jl-z(1+z)4 „d (1=z)a4 daas (a) 
Qv BE 1+z (1. 2) 2 (I+ z) 
v=0 
3 3 3 
3 3 E- 
OFF) _ T= (1-z)1+2z) zh .3+22 (1 28 ArcCos(z) 
ду c l+z (1—2) 2 (1+ z)4 
у= 
3 : Ñ 
2 — z) = S n ? (1-2) 
opze _ 1 | (1-2) l+2z+42)( +z): 5+182+122 (1 z} ArcCos(z) 
ôv Ул 1+2 (1=z)a 2 (+z) 
v=2 
(+z) : 
OP? (z) 1 1-z(1+z)4 0+1+1 p5 
v - 1y** p? (- z)ArcC 
F "im ) » (— z)4reCos(z) 
v=0 
3 3 
Á 3 
E 7:20) 2.1 (2022) 062) | ( 1)" p2(- z)4reCos(z) 


ду Мл 1+2 (ES 


3 | E | 
ӦР2(2) _ 1 (1-:0-1+22+42 )@+4% , D^" P2 z)AreCos(z) 
ду Ул l+z (1- z): 
y-2 
Zu E PS е. 1 
RiG)- (-2)--7 G?(z)=-(1-z) &)--- 
3 3 3 3 
All Et 3 G?(s)=-(1-2)1+22) R(=- 
3 3 2 3 Я А 
st St EE ët 2(-14224422) В) _ 3182+122 


Récurrence n=l m=1 


_ 5+18z2+12z? 3 3+2z 5 
4 2 4 


[1.72 З. 5 à 
>€ (z)-3zR?(z)+ 259 (z) 


2m+1 2m+1 1 2т+1 _ 2m+1 _ 2m+1 _ 2m+1 
[n-m«1 Je. (2)-(2n 4 eG, 2 close Ale 3 Giray R.i (2)-22Ë 2 (2)+ P 2 (2) 


3 3 


3 3 3 3 
= ; G? G)-3:6; Gleich (1 +Z 2 (z)- 2zP?(z)+ RO) = 


2 2 
(i-z(1-2z-4z js (1-z)ez(1-2z) s( 2) (14.2) 5-18z+12z? „ 3-2z 1 
2 2 2 2 2 2 
=-2(1—2) (1+2) (1-2 2)+2 (1+ 2)(1— 72) (1-2 2) = 0 
Donc la récurrence sur les degrés entre п=0,1 et 2 pour т=3/2 est respectée pour les polynómes С. 
Avant de poursuivre regardons l'expression des dérivées paramétriques pour т=5/2. 


On sait que : 


ӘР? (г) _ 1 j3(1- z) (1221-2) (2) 
ER = A ~ ArcCos(z )+ | 


ôP2 (z) _ 1 71 5.5.4 0 2% ЖО 3(1— z) (1 z) 
ду be de à Se (1+2) di 


Calculons directement la valeur de la dérivée paramétrique pour n=2 : 


(1+2) Seil CH E e? d 


v-l 


ОР, (z) 
E e bez RS. Ды) EE n-1) 
E L, 
5 as nk codes гў oP? (2) _ 5 uu EN. e (k - 2k 4 1k —3) E 
p= v ï = т жүй bem 201-2) 


т{к-3/ 
у=2 2 


rf k ж d, ï| 2 rí, jt Min. 


2) 2"? (k-1) 2 2 2 2) 2”*(k-2) 
te ae ta — 
Comme Ш Ge (1-2). = VLZ dreCos(z) 


2 

(а) k 1—7 V1=z ArcCos(z) 
e) A (2k) Veni [ur ps nq 
(3) S Zënn 1-2 d-s 2-z 


k=l (2k) (1+ z). + P s= DP ArcCos(z) 
(l-z) GP? (©) _ 5 25 BE Еу | | 
7 (za 9v "mus TE ы рр. 
Il vient : à 
Rz SCH э. 3 (7 +10z+4z :)0-2)* z): - ArcCos(z )+ (1=z)5+12z = BEN 0+2) 
ду |. m| 4 (1+ г) (14 z) US 


On voit que tous les termes en ArcCos(z) sont effectivement des fonctions associées de Legendre de 


premiére espéce d'argument opposé : 


ӘР? (г) (aya pa 1 (1-2z)1-2z)(1+z)2 
m = (- 1f ** p2(- z)4rcCos(z) Te GP үш 
др? (z) E 14241 5 1 (1 = z) (1+ гў 
5S -(- 1) P (=z)ArcCos(z)+ E (1+ z) a 
OP? (2) E 1 Dalle der -82) (1+ z} 
EY = (1) ^" P2(- z)4reCos(z)-- И = (+2) 


On peut facilement vérifier à la main ои à l'aide de Mathematica que toutes ces expressions vérifie 
les trois types de récurrence (degré, ordre, mixte degré/ordre). 


7 7 7 
ZA 2 TM 
ӘР? (2) __ 1 J15 0-2) MON (1-z)13-24z+ 232?) (1+ z): 
ду ул | Dich 4(1+ z) 
On sait que : #0 
7 ; І 
7 Е 7 
ОР) 1 134 "UE s cos(z) Ez EE +22?) (1 z) 
Qv ул |8 D 4(1+ z) 


(1+2). 


у=] 


Calculons directement la valeur de la dérivée paramétrique pour n=2 : 


ôP" (z) (+): эр и) AH = n 25058) 


ôv |, (1-2) $| Gif — s) 
Eh EET) k! 2 
7 (= GP? (г) 15 25 2 (6+2) +106 3) k 
mI "Y =Q2 7 = 1—2 l-z 1—2 
i ИЕ gy v NA | x | а, zial 5 
3) 2k-5 5 5| Vr(2k-6) 
(i dE 2 d dÉi LE 
(1-2) ӘР? (z) оао ЖОК MER E (k 4- 2k 4-12? ((k — 3) ү 
ТЕЕ: ч, ) РЫ ) Se F (2k —6) e 
(1-z)a4 ӘР? (=) _ 15 25 2 (1-2) Œ 2* (k!) E 
"m Dur (1-z) = z) SC оа (2k) (1-z) 
= 2' (k!) ï 2 ЭЛ—т ArcCos(z) 
Corner D > (ок) ТРУ de 
= 2' (kI)? pde Alz ArcCos(z) 
(ibis) — (Ок) (1-2) 142 sias. ao 
k=% 2* (kt. e QUAL 1—72 xc 2-z * > 
(2) Zb Ciel (1-2) =-(1 z) (bis) 3 = . (o p EP) 
ES XO 9 gon 1-2 А-2 7-72+2? 
(3) 2 (2k) (1=z)' =-(1 22200) 02) (11-4z)+ he Gs ArcCos(z) 
DE D _ 15 25 (1-2) ` " 
7. m - Sch D x z) SE ((3)-- 9x (2)4- 20x (1)) 
Il vient : 
© 3 3 (зла: +42202 AreCos(z) (1- z 59-2252? -22 - Az) 2) 


(1+2) 4(1+ z) (1-2); 


v=2 


On voit que tous les termes en ArcCos(z) sont effectivement des fonctions associées de Legendre de 
premiére espéce d'argument opposé: 


S 7 
7 2 7 
GEI — p2(-z)ArcCos(2)-! (1-2)13-242+ 23z ) (1 + z): 
ду Ут 4(14- z) (1- z): 
v=0 
T 7 
7 2 3 zi 
R D ph J4reCos(z) 1 (1=z)11-50z tz 42: )(1+ z): 
ду л 4(1+ z) (Is 
у=1 
Z 7 
L 2 3 4 = 
OP? (2) = P2(- z)4rcCos(z) 1 (1=z)59+2z+5z 2 —4z ) (+ z): 
ду л 4(1+ z) (1- z) 
v=2 


Là encore à l'aide de Mathematica, on peut vérifier que toutes les récurrences sont bien 
respectées. 


Hypothèse de récurrence générale sur les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre 


d'ordre demi-entier 


Nous avons proposé la forme suivante pour les dérivées paramétriques : 


2m+1 2m+1 
ðP, 2 (z) men po 1 1 (+): 2" 
| =(-1 P ? (-z)A 2 

sc) "DECH Cantu T pr eret) 
ou bien 
oP, o 2 (EDES De (z)ArcCos(z)+ | : (+z SS Be D 

Sr: УИ VALDE 

2m+1 2m+1 2m+1 26 2т+1 
avec Kj GES tal а ae Lt) Ёт( 
aL E 


La récurrence générale sur les degrés dérive des formules de récurrence des fonctions associées de 
Legendre : 


(1) (v - u+ 1)P^ (z)- (2v + 1)zP# (z)+ (v + и)РА, (z) =0 
(2) (v u +1) SN (оъ) ®@ (4 wl, pe 


(z)-2zP"(z)+ P^ (z)- 0 


v+1 


2m+1 
v=n =—— 
2 
1 2m+1 2m+1 2т+1 
DEES (z)-(2n+1)zP, 2 BDCT (z)=0 
2m+1 2m+1 2m+1 
РА 2 
, m+ P (z) (оп 1) E (z) rn Af = + 
ду ду 2. ду 
2т+1 2т+1 > 2m+1 SC ЕЕ 
WP ЕЗЕР C (шй 
s ( ) 1 (1 Ka 2m4l | 1 ( EC 355 
Z =Z +2 кык 
й R 2 (z)ArcCos[z)+ G ? (z 
ду NP (1 S == п ( ) ( ) Nm (1 EN zy" (1 Е GE n ) 
1 _ 2m+ _ 2m+1 1 _ 2m+1 
n=m+ L s (z)-(2n+1)zP, ? rene z)=0 


2 
1 2m+ 2m+1 1 2m+1 
n-m+ iei (z)-(2n+1)zR, 2 (z)+ Ë +m+ iei (z)-0 
1 


Avec la forme proposée la récurrence sur les degrés s'écrit donc pour les trois types de polynômes: 
y y 


2m+1 2m+1 2m+1 
(1) (n-m iE? lier © lan AE? (s)=0 


2m4l 2m+1 2m+1 
(2) (n-m R2 (z)- na R, ? «reme (z)-0 


2т+1 2т+1 1 2m+1 
es (z)- Qn «1G, ? (пет) 3m 


_ 2m+1 _ 2m+1 _ 2m+1 
Heer [s ()-22B 2 (2)+ B P o=o 


Résumons donc les résultats obtenus à l'aide de toutes les récurrences sur les ordres et sur les 


degrés : 
= 1 йуз PEE RNC _ C ER aa u б. (o) 
БЕМА maíz g = = ArcCos(z)R,? (z)+ DOSEN 
Vz (1-2) 4 ду Ул ((+2) 4 (1-2) ` 14 z) 


v-n 


2m+1 


2m+1 2m+1 
(1) [n-m Ji (иар > eren: (с)=0 


2т+5 2т+3 2т+1 
O («28 ° (0) тз) Gl- 0 нп) 201284306 5 (=o 


_ 2m+3 1 _ Zmzl 1 _ 2m+1 

6) («32 * (S)-(n-m-3)X ° else AE 7 (s)=0 
1 Sé "+! 1 "+1 

(4) 685 ds (z)- Qn - VzR, (z)+ Diu R (z)= 0 


2m+5 2m+3 2m+1 
(5) (1-2)R 2 (2)+z(2m+3)R, ? ai: lat 2124305 (= 


2т+3 1 2т+1 1 2т+1 
(6) 0-2,2 G)-[»-m-3 pn? class Al? (s)=0 


2m+1 2m+1 ami 
6) (о-н) бно, Ene er O+ 


n-l 


_ 2m+1 _ 2m+H _ 2m+1 
EENS (2)-22P 2 (+P 2 (J) = 


2m+5 2m+3 2m+1 
(s) e" (s)+z(Qm+3)G,* Gal- ё+л)-2”12"=*3 00,5 р), 
2т+1 


+(2ял+1)ї—2°ї+г)"Р 2 (z)=0 


2m+3 1 2m+1 1 2m+1 E _ 2m+1 NEL 
6) e 7 G-(n-m-1 ko. noms]. (0902), QR C) 


Départ des récurrences 


R(s)=-1 ich (8) 1-22 G?(s)=0 GiG)--(-:) ein 


L'hypothése supplémentaire est de supposer comme on la remarquer à plusieurs reprises que le 
terme en ArcCos est une fonction de Legendre et que la forme de la dérivée paramétrique pour les 
fonctions de Legendre associées d'ordre demi-entier est la suivante : 


2m+1 2m+1 


2m+1 


ӘР, 2 (z) "TENE 1 (1+z) + 2 (z) 
É = 1 P ? (=z)A Ci + n 
ду | ( ) п ( z) rc os(z) Ул (1-2) 77 (1+z)" 
ou bien 
2m+1 "T " 2m 
дй EA = (ay ET jd o ci: ie tH 
un ` ` YF (ez) Zen A7 027 
2m+1 2m+1 


Soit R,? (z)=(=1)"""' P. ? (=z) 


n 


Pour prouver l'hypothèse, il suffit de considérer les lois de récurrences des fonctions associées de 
Legendre de première espèce. Il vient : 


2m+1 2m+1 2m+1 

С -m+ iei (z)- 2n +1)2Р, ? (z)« С +т+ iei (z)=0 
2m+5 2m+3 2m+1 

(«zB 7 Din) (йз RÉI +n) 241 243 2 (z)=0 


2m+3 1 2m+1 2m+1 
(I+ z)P, 2 G)-[n-n- pf. Ñ erem (z)=0 


2m+1 2m+1 2m+1 
Ë -m+ je "тро (- d -(2n4 z Dp p x e, + С tm a prep. d =0 


2т+5 2т+3 
(1 ES ac ipee Pi (- 2 + z(2m + dr Ge Р? (— 2 4 


e "A Au gd SE ms d yep (С 2 E 
(+2) 07" Z (rene mz? ca [s= Diem? Kai 


Ce qui est exactement le jeu de relation de récurrence des polynómes R 


2m+1 2m+1 2m+1 
C -m+ iei (z)-(2n+1)zR, 2 (z)« С +т+ je (z)=0 


2m+5 2m+3 2m+1 
ce ? (s)+z(2m+3)R,? (2) 0 z) nlan- 22H Re 5 (s)=0 


2m+3 1 2m+1 1 2m+1 
(1=z)R, 2 ВЕС —m- zb 2 (z)+ С +m+ | (z)=0 


et comme les départs de récurrence vérifie l'hypothèse elle est prouvée. 


Voici les expressions des polynómes de Bromwich R pour diverses valeurs de n,m (les valeurs pour 
m=1/2 ont déjà été données) : 


Degré, Ordre Polynóme de Bromwich R pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 
2m+1 2m+1 


R„? (а) (Ба) 


п=0, т=3/2 3 1 
R; (2)= E 
=1, =3/2 3 
oue R? (z)= SE 
2 
п=2, m=3/2 


3 5 j 
R2(z)=>+9z+6z 


n=3, m=3/2 3 
Kinnen aus +20 7° 
=4, m=3/2 3 
EE Kill 2 262+62 +842 +56 z* 
-5.m- 3 
our R2(z)= (212-1147 -16z? 4 216z* «144 z$ 
n=6, m=3/2 2 
/ R?(z)=!2+51z-60 z? -400 2° -120 z* + 528 z" +352 7^ 
Degré, Ordre Polynôme de Bromwich R pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 
2m+1 2m+1 
R,? (z)=(-1” BE ? (=z) 
n=0, m=5/2, p=2 2 3 
St 
п=1, m-5/2, p=2 3 S z 
R? (z) =- + 5 
n=2, m=5/2, p=2 3 21 15z 
RH) == 93 z? 


n=3, m=5/2, p=2 


5 
Rtl -57z-75 z? -30 z? 


-4 m=5/2.p=2 | Š 
¿a З e = -25 z—255 z? -350 z° —140 z^ 


= = = 5 
n=5, m=5/2, p=2 Ег (z) 117 , 435z 


Z SSSR: +105 z? - 840 2? -1260z^ —504 7° 


n=6, m-5/2, p=2 


165 2917 
+ 
4 


5 
R (z) +1230 z? +1080 z? — 2340 z^ -3960 z? —1584 EN 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich R pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 
2m4l 2m+1 


E ETES 


п=0, m=7/2, р=3 R? (z) _ -15 
n=1, m=7/2, p=3 R? E 21 3 
n=2, m=7/2, p=3 R2( jon с. 
ç 8 4 2 
n=3, m=7/2, p=3 R2(2)= A Es | 1052 +15 z? 
n=4, m=7/2, p=3 | nilo) = > | = 449492 so 
n=5, m=7/2, р=3 | e$... 1 d " > 2 3145 Z? } 5460 2° +4410 z° +1260 z° 
E (z)= - E 997 Z _ 2625 z? +8820 2° 23310 z^ +194042° + 5544 z^ 


Voici les expressions des polynómes de Bromwich G pour diverses valeurs de n,m (les valeurs pour 


m=1/2 sont toutes nulles) : 


Degré, Ordre 


Polynôme de Bromwich G pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 


n=0, m=3/2, p=1 


3 


G; (z)- -(1- z) 


n=1, m=3/2, p=1 


G(z) - C1-22y1—2) 


n=2, m=3/2, p=1 


Gi(z)-(-22-4z' 2) 


п=3, m-3/2, p=1 


3 
62(:)=(1+42-422-82° 1-2) 


п=4, т=3/2, р=1 


3 
G2(2)-C1«-4z«12z^ -82 -16 z^ 1—2) 


n=5, m=3/2, p=1 


3 
G2(z)=(-1-6z+12 z? +32 2 -16z* -32z^ \1_=z) 


n=6, m=3/2, p=1 


3 
G2(z)=(1-6z-24 z? «322^ +80 z* -32 Z° -64z°)1— z) 


Degré, Ordre 


Polynóme de Bromwich G pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 


n=0, m=5/2, p=2 


G2()=(1+2 212) 


n=1, m=5/2, p=2 


5 


G2 (z)- 3(1- z) 


n=2, m-5/2, p=2 


5 
G2(z)=(5+12z-472-82 1-7) 


п=3, m-5/2, p=2 


5 
G2(z)- (7182-44 z? -16 z3 -32 z* \1-z) 


n=4, m=5/2, p=2 


5 
G2(z)=(-9-42 z +60 z? +144 z? -48 z^ -96 z Ya — z) 


n=5, m=5/2, p=2 


5 
G2(z)=(11-52z-180 z? +184 z? +432 z^ -128 Z° -256 z^ X1 — z) 


n=6, m=5/2, p=2 


5 
G2 (z) - (13 +88 z-216 z? -656 z3 +528 z^ +1216 z^ -320 z^ -640 z” \1-z) 


Degré, Ordre 


Polynôme de Bromwich G pour les dérivées paramétriques des fonctions de Legendre associées 


n=0, m=7/2, p=3 


7 2 
ett. Dunn 7 Ir: 


п=1, m-7/2, p=3 


n=2, m=7/2, p=3 


n=3, m=7/2, p=3 


2 
H ы ита «232-462: )(1-2) 


n=4, m=7/2, p=3 


7 2 
ог) =(227 1732-1931 +309 z^ 4 689 z* -142 25 -284 z* ](1-z) 


> 


n=5, m=7/2, p=3 


(2) 347 9092 32512? 43972? 
4 2 4 2 


+1289 z^ +2864 z? -572 z^ -1144 21 


n=6, m=7/2, p=3 


š Е „13172101512? 67012? 


G2(z)- -8758 z^ + 4592 2° «10140 z5 -1912 z? -3824 z° |(1-z) 
? 4 2 4 2 


Calcul des fonctions de Legendre associées de deuxiéme espéce de degré entier et d'ordre demi- 
entier, (fonctions dítes « On the Cut » ou encore fonctions de Ferrer 


Les formules de liaisons pour les fonctions Legendre de premiére et deuxiéme espéce sont les 
suivantes , mais comme elles ne présentent pas de singularité, les fonctions de deuxiéme espéce se 
calculent directement comme suit : 

z Cos((v+ u) )P#"(z)- P^(- z) 


"(z)= N 
0. 0)=7 (veu) Ke 
2 +1 2m+1 2m4l 
2m +1 2m+1 7 С — kJ ? (z)- P, ? (- z) 2m+1 PEE 
== => 0." (0) => = Q,? (2) = -(-1)"" =P, ? (=z) 


SITE : | 


A l'aide des polynómes associées de Legendre, on a : 


2m+1 
2m+1 1 (1+z) a Q2mH 
P, ? (z)- = F; F Œ) 
N a-z) I 
2т+1 2т+1 x (i-z) a _ 2m+1 


29. Q--Ciy* p (а) (а) 


Levée de l'incertitude aux póles de la fonction Gamma pour les dérivées premiéres par rapport au 


degré, pour les fonctions de Gegenbauer de degré entier et d'ordre quelconque 


Les expressions de la fonction de Gegenbauer de premiére espéce et de sa dérivée paramétrique, 
sous la forme de série hypergéométrique, est la suivante : 
— k- 
cic)» e l 11 aÉ T(v +24) 


_ coat E E +=; = 
vrea). : ( BLG eam MO) 


8 


(=v), (v +22), ES 
= 1 2 
Ë + OI 


= 


ly (v+24)-w(v+DJC2(2) + 
T(k -v)r(v +22 + era + d 
ESCH "V , x 
i T| А+—+К (А 
"o I'regreacos | "ors ) 
irt eve 22) y 22) eve Dv E) 
ly (n 24) -y (n C; (2) + 
T(n+22+k) ,I«-v) 
OCH _ di k=% dank r(-v) 
Ov |. 4————^ Lim 2 
La nT(24) v» K 


2 


La forme de la dérivée paramétrique présente donc une singularité aux póles de la fonction 
Gamma. Mais nous pouvons lever cette incertitude par passage à la limite comme nous l'avons fait 
pour les fonctions de Legendre et de Legendre associées. 


бина) уона нубуват) 


Développons un peu plus ce calcul : 


lY (n 2A) - v (n - DC (2) + 


| T(n+24+k) [unen 
а-н ras en Je eso) 
À 1) x 
ôC S Eg 
EO - (2+5) le 2л e laien Séien Viera d 
v |. + 2 
"mt nrQa)| ~ 
E Г(п+22+006-п-1),, w(v-k+1)( 1-z à 
Ent | 1 J a r(-v) 2 
E 
. TI(k-v) vun n ‚ y(v-k*l) _( v 
Or Lim rc») =(-1 G-E et ZÈ TEA = (-1) n 
ly (n 24) - v (п - JC; (2) + 
| (-IYT(n+22+k) . 
к=п ганан 
oC? ze || Ж EV 
0) = 2+3) биб 224) ибп Sien: Voie a a 
v |. + 2 
dni r(24) - 
суў ees El 


Kee (a + - + 2: 


Cette derniére expression peut étre utilisée pour calculer directement les dérivées paramétriques 
des fonctions de Gegenbauer de premiére espéce de degré entier et d'ordre quelconque. 


Résultat de récurrence sur les dérivées paramétriques des fonctions de Gegenbauer de degré entier 
et d'ordre entier ou demi-entier 


Formes et récurrences sur les ordres À demi-entier : 


2p+l 2p4l 
2 2р+1 2 
OC, (z) s EIS + d К R, (z) 
Ov 2 ( +z)” 


v=n 
2р+1 2р+1 


apu 2р 
(n + 1)C 2 (z)- (2p +1+ 2n)zC, 2 (z)+ (2p + n)C, 2 (z) =0 pourn>l 


2 p+1 
(z)=0 С,° (z)=1 
2 p+1 2p+l 2p4l 2 p+1 2р+1 2р+1 


(«38,3 (z)-(2p+1+2n)zR,? (z)+(2p+n)R, 3 (z)- (1+2) |С, (z)+2zC,2 (2)- 6.1 (z) 


2pH 
Départ de la récurrence С ,? 


à partir de п>1 


2 p+1 k=p-1 (1+ 2) AË gem l 
Départ de la ré R 2 =H, (I+ zY —(p!) (1 — 
épart de la recurrence К, (z) > +2) (р!) ( 2) 2- (p_k)k!(2p_k) 


(2р+1) 1+ z)" {A -1- 


Se (2p+1)1+z)Y (р) j 
R ? (z)- 5 SE SE d t 

, JN (p-1+z(p+1)) ЕЕГ 
reprot т оз 2) (1 2) 
E CA 


R? (z) =z-1 H,, et H,,, nombres harmoniques Н, = 7 
l'=1 


p>0 


Formes et récurrences sur les ordres À entier : 


Forme des dérivées paramétriques 


8C; (z) DE e) So Ey, e) Arcos(z) D (22) polynómes en 2° de degré (A —1)+ 2n 
SE dom ( x г) (1 — z?) E PM ЕХ, (z? ) polynómes en 2” de degré 2(2-1)+2n 

OC? (2) ке DZ alz?) H Е? (z?) фу) Då a (z?) polynómes en z? de degré 2X(À - 1) 2n 
OV ss ( =Z ү (1 _ DE EŻ (z?) polynómes еп z? de degré 24 +2n 


Départ de la récurrence 
Di(z?)=0 Е!(22)=1 Di(z?)=0 E(z)-22 -1 

542 1542 Au ei 2 4 
notzt = E?(22)=3 * p2(2)= 2 = tt = +82 
Récurrence sur les ordres pour les degrés 0 еї 1 


| (0(4—1)#°-44+5)р} (°)+(1- 2° 2a _3)D2-(2?)- 
D; (z b cer ERN zf | д> 2 
ple) 1 [er + per D poa e WW 
APT 402-101-220 (68-50-22 
EH (2? )=- з а ) a –1)22 -44+5)E2-(2?)+(1-2?X24 –-3)822(22) л> 2 


е азал) (а) 02) 22300-0) гз e) i22 


І (z : ) š 
202-1) (4-2) 
Récurrence sur les degrés 


GL (A +2n-1)z?D2, (z )- QA « 2n- 2)02, (2 )-((- 2 C2 (2) 222, (z)- C2, ,(2)) 


À 2 
Р), 2 


2n 
Ез ()- 2(4 +2n-1)E2, (z?)- QA +2n-2)E2, E 
An i 2n 
yu. (A  20)D2 (22) QA +2n-1)D2, (2) - z f^ Cha) = SE 
SE 2n41 
E? (22 É 2(4 + 2n)z?* EZ (2)- (24 +2n— DEZ , (2) 
2п+1 


2п +1 


Tous ces résultats de récurrence sont corroborés par comparaison avec l'évaluation directe de la 
dérivée paramétrique aux degrés entier, sous forme de série, comme exprimée précédemment : 


ly (24) -y (1 JC; (2) + 
(-1) T (n4 24 + А) 
= (a * ; + ac к) 


To a (elena) vine дуние) ES) 


-Cay S — HR L 2) 


k-n4l (a epe e 2 


Des fonctions élusives de la physique mathématique : Les fonctions associées de Gegenbauer. 
Levée de l'incertitude aux póles de la fonction Gamma pour les dérivées premiéres par rapport au 


degré, pour les fonctions associées de Gegenbauer de degré entier et d'ordre quelconque 


Élusives sont ces fonctions que l'on ne trouve nulle part dans la littérature scientifique, autrement à 
ma connaissance que dans un ouvrage d'un mathématicien japonais (Masaru Takeuchi, Modem 
spherical functions, 1994, pages 194 et suivantes), non complétement étudiées et construites dans 
l'ouvrage à l'aide d'une formule de Rodrigues. Ce sont des fonctions solutions de l'équation 
différentielle du second degré. On peut imaginer qu'il s'agit d'une équation rencontrée dans la 
solution de problémes aux limites sur l'hypersphére : 


(-2)2200- 01.28. leni) mlr 322V Uo) 0 


z? z 1-z? 
Les fonctions associées de Gegenbauer de premiére espéce sont donc définies comme une 
généralisation des fonctions de Gegenbauer à l'image de ce que sont les fonctions associées de 
Legendre vis à vis des fonctions de Legendre. Les fonctions de Gegenbauer de premiére 
(polynómes) et deuxiéme espéces sont définies comme solution de l'équation aux dérivées 
partielles du second degré suivante : 
d? Ô 
Clees re / (-7)20-(01+1)742.1+2a)p3)=0 
2 Z 
Toute comme les fonctions associées de Legendre d'ordre entier que l'on peut définir à une 
constante prés comme la dérivée m-iéme de la fonction de Legendre, la construction des fonctions 
associées de Gegenbauer peuvent suivre le même procédé, soit : 


Peo- Cy 2y 20 o cis) Cay (t2 27626) 


g Oz" Oz" 


Formules qui sont également valables pour les secondes solutions, soit : 


Q"(z)=( 1)" (1 22) CO (z) o C^" 


A partir de cette construction, il est facile de montrer qu'une telle fonction est solution de 
l'équation différentielle suivante : 


с^ Ус ere) 0-2) SE - Qa vie B au MON co 


Par généralisation, on cherche donc à construire une solution de l'équation suivante : 


(Qv z? 1-z 


ch (zc! (z)<= y(z) (1- p (24 +1) габ) BER * EE 9 


Parmi les formules permettant d'identifier les polynômes/fonctions de Gegenbauer et les fonctions 
de deuxième espèce, donnons les formules de liaison avec les fonctions de Legendre associées : 


1-22 1-24 


cic? 2 VAr 24) (1.357 pi €) T ZE 2 vane A Geet EN 


rv -1r(A) Au bad T(v -1)r(A) 


On en déduit au passage le Wronskien des fonctions de Gegenbauer : 


Wie, fh) = (fg - f' )fh fe(fh'+ f'h)= f*W(g,h) 


1-22 


nec, RG det a? e) 


Or ce dernier Wronskien permet d'obtenir celui des fonctions de Gegenbauer : 


ba lira | ганка) 1 г( 1) 
"le DS Ol- 2 


S > 2 
d r(2+v-2-3+241) 1-z? T(v +22) 


л (aem eer 1 T+) 


r(v +1) (A 1-2? T(v +22) 


Comme d'autre part on connaít les formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer de 
premiére espéce, il vient : 


À 2⁄4 my 
266) ent EE aaen … 966) зна) сни) 
02 02 02" 
TU +т) 
(А), =(1+m- 102 + т 2).A = ra) symbole de Pochhammer 
e mnc) u ? (À +m) 
C^" EN —1 1— 2 v = —1 2" 1— 2 @ 
=> v (z) ( ) ( 2 y ez" ( ) ( Z y r(A) v-m (z) 
m HS 
-m(1_ 2552 1224 la, 
Dè plas сі" (z)=? (1 Z ) 32 2 VaT(v+m+2A)( _ ay рз S (2) 
T(v mz TL +m) dae 


1-24 
„2° /лГ(у+т+2А) (- К Lan ©) 
1 


OO TG) К 


yum 
2 


Et comme les formules de dérivation sont également valables pour les fonctions de Gegenbauer de 
deuxiéme espéce, il vient également : 


1-24 


x 22 dJetbräil | ER La ОЗО TQ m) ees 
- js 2 #22 
Со) рту VETRO AO: us гр) Cerat) 
» f m "Ch „(2 EN "ГА + € 
+ (Cyr) CG) Caes (sj Aloe. ©) 


2"(1-22]22 2 тц +m+ ES Line 


D l Cm x 
ш e) I(v-m+1) (4 +m) 


(Q),v-m 


1-24 
(-1)" 2.77 dalyan ой): чү DNE А 
T(v ^ m «1]r(A) 


On en déduit notamment le Wronskien des fonctions de Gegenbauer associées : 
Hi, fn) - (f& f в) Је) = fWgh) 


1-24 
n o Seet 2A), ER Lars E 7 
= Weite) ci e) EE] ler earl 


Or ce dernier Wronskien des fonctions de Legendre associées se calcule comme le précédent : 


1 1 
SÉ SÉ? r(2+v-L+3-2-m+1) E 
W p? À "(a À "(z) Е 1 ; 2 2 _ 1 - T(v +1 m) 
ee? Jm ]-z d J 1—2 T (v +24 +m) 


duy э Marl 
2.2 


On en déduit le Wronskien des fonctions de Gegenbauer associées : 


2 2-7 s T(v - m 2A SE 
тсс) Se Herl? 


La méthode de construction par la formule de Rodrigues permet d'exprimer le développement des 


fonctions de Gegenbauer associées pour les valeurs quelconques de À et des valeurs de џи 
entiéres, avec par exemple le développement suivant, également valable « on the cut », qui 
redonnent bien le développement connu des fonctions associées de Legendre dans le cas Л=1/2 : 


d" (a), (6) 
F (a,b;c;z)p- > +F 

dz" P (a с z)j (c), 
d" 1 ,1-zy (-1} (-v),(+24) 1 1—2 
E F[ omues S ) E Í Ë H ОРА АЛГ 
dz (4) 
2 u 


и a" C; -v+ у+24+ Are 
C^" (z)=( 1" (1 г) C; (z) ( v) Еа š бал), Dn был аы 


„F (a+ ub uic u;z)=> 


Р T(24 + v) de S T(-v* и) (у-и) (ру 
Сотте С) ror) eil motte) et CG D = (-1) 


=> cf) (1) 


1 
D—-A 
Ë J TAE cf sl 1 =) 


H—-Vv*t2À*tu;cctAÀctu;—— 
2^rQ4) (Ie n) ANA Â : 


Avec la formule | C?"(z)- (- 1)*2^(1 2° y: Ed e (z) 


2“Г(А+и) T(24+v+uw) L l 1—2 
tr (z) (т) рау о A s S 
Spe аулад) тА Fëll Dee 


1 
2“Г(А+и) _ don 


Formule identique car 


FAJrQA*2u) гәд) (знати) 
2 
Loi Г(у+ u 41) а 1—2 
cz 27 1)” 1 2 2 F = 2 1 ;1 сё 
312) =E) e m А ) 2 ( v+u,v+ltu;l+u ` ) 


- v), (v+1 u 1— 
i-e ( 2} ЧЕТЕ 


i T(v-- u 4*1) NE 1—2 
-(-1y 1 Е | = 1 ;1 ; = 
Or ueN ( ) WES C ai z y 3 ( v+u,v+1+u;1+u; S ) 


Attention | erreur de formule sur le site Mathematica Function 


T(24+v) 


и=0= CIE C;(z)- rQA)r(v«1 


TUR TE NOUS LR 
) 2 2 


Le développement suivant de la fonction associée de Gegenbauer est obtenue à partir d'un 
développement connu de la fonction associée de Legendre en fonction hypergéométrique : 


1 (+2)? | = 
pz Е | =v,v+L1- u; 
( ) Г(1— u) (-z g 2 1 2 
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EN c lorsque u est un 


Ce qui redonne avec À-1/2 un développement connu de la fonction associée de Legendre lorsque u 


est un entier : 
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Partant maintenant de l'équation différentielle des fonctions associées de Gegenbauer : 
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On peut utiliser une transformation de cette équation différentielle qui permet de se rapprocher 

des fonctions associées de Legendre. Notons que la manipulation réalisée à partir de la formule de 

Rodrigues, sur la formule liant fonctions de Gegenbauer et fonctions associées de Legendre aboutit 

au méme résultat lorsque u est entier. Il vient : 
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Cela permet d'exprimer un développement de la fonction de premiére espéce pour les valeurs de À 
demi-entiéres et des valeurs de uelconques (dans la manipulation le terme (-1)" disparaît , 
comme suit : 
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Le développement qui suit n'est valable que pour les valeurs de À demi-entiëres et des valeurs de u 
entiëres, à partir des fonctions de Legendre associées , comme suit : 
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Au passage la formule de développement hypergéométrique de la fonction de Legendre associée se 
déduit de celle de la fonction de Legendre en appliquant les régles de dérivation des fonctions 
hypergéométrique : 
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Liaison avec les fonctions de Legendre associées d'ordre inverse et extension à un domaine des 
valeurs de À et u plus large (pour z € [-1,1]) 


Toujours en supposant que À est demi-entier et u entier (par extension u quelconque) , on peut 
également écrire : 
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Par extension cette expression a de bonne chance d'être valable quelque-soit и! A la seule 
condition que À soit demi-entier, sinon la valeur devient alors complexe. Le cas À=1/2 redonne bien 
les fonctions de Legendre associées (aprés avoir inversé l'ordre u-»-L) : 
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Et cela permet d'avoir donc deux expressions différentes des fonctions de Gegenbauer associées 
dont la première établie (que je redonne ici) est valable lorsque À est quelconque et u est entier : 
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Je tire une derniére liaison de la fonction associée de Gegenbauer de premiére espéce avec la 
fonction de Gegenbauer de premiére espéce dans le cas À demi-entier : 
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Le résultat important de cette petite section concerne donc les deux représentations des fonctions 
associées de Gegenbauer 


On a montré que ces deux expressions redonnaient les fonctions de Gegenbauer et les fonctions 
associées de Legendre au passage à la limite respective u->0 et À->1/2 : 
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La fonction est également continue à l'intersection des deux domaines de valeurs des paramètres. 


Mais la question de la définition des fonctions associées de Gegenbauer quelque-soient les valeurs 
de v,u et À reste donc posée. 


Quelques valeurs caractéristiques des fonctions associées de Gegenbauer de premiére espéce 


On sait que pour la fonction de Gegenbauer de première espèce, les valeurs en z-0 et z-1 sont : 
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Si maintenant on prend la valeur en z=0 de la fonction associées de Legendre : 
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Pour u=0, on retrouve la valeur de la fonction de Gegenbauer de première espèce : 
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En z-1, la fonction associée de Legendre a un comportement plus complexe, ce qui induit un 
comportement limite de la fonction associée de Gegenbauer de premiére espéce : 
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Lorsque nous introduirons les fonctions associées de Gegenbauer de type 2 pour x>1, nous verrons 
le comportement des limites correspondantes lorsque x tend vers 1. 


Lien des fonctions de Gegenbauer associées avec les fonctions de Jacobi 


On a vu dans le chapitre sur les fonctions de Jacobi « On the Cut », les liens existant avec les 
fonctions associées de Legendre : 
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Ceci permet de déduire les liens entre les fonctions de Jacobi et les fonctions de Gegenbauer 
associées : 
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On retrouve bien les formules dans les deux cas soit A21/2, soit u=0. Pour u=0 c'est évident, pour 


À-1/2, et и entier il vient : 
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Maintenant qu'obtient-on comme liens avec les fonctions de Jacobi à partir de l'expression, valable 
pour À demi-entier et и quelconque : 
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Ce qui donne les correspondances suivantes avec les fonctions de Jacobi 
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On retrouve les formules connues lorsque À-1/2 et u quelconque qui correspondent alors aux 


fonctions de Legendre associées, soit À demi-entier et u=0 correspondant aux fonctions de 
Gegenbauer. 


En effet lorsque À-1/2, il vient: 
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Ce qui est l'une des expressions des fonctions de Gegenbauer lorsque À est demi-entier, que l'on a 
établit dans le chapitre sur les liens entre fonctions de Jacobi et Gegenbauer dans le cas oü À est 
demi-entier. 
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Les formules de liaisons entre les fonctions de Gegenbauer associées de première et deuxième 


espèce, pour les valeurs de À demi-entiéres, par la transformation z-»-z (pour z € [-1,1 


Les formules de liaisons entre fonctions de Gegenbauer associées se déduisent des liaisons sur les 
fonctions associées de Legendre établies dans le paragraphe précédent, valable quelque soit les 
valeurs réelles de и et des valeurs de À demi-entiéres: 
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En appliquant les liaisons sur les fonctions associées de Legendre : 
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Ces formules sont identiques au précédentes dans le cas и entier. En effet : 
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Extension des fonctions associées de Gegenbauer pour x» 1 


Partant des fonctions associées de Legendre, on distingue communément dans le plan complexe z 
des fonctions de type 1 qui sont des fonctions définies originellement sur l'intervalle x €[-1,1] mais 
s'étendent à tout le plan complexe, et les fonctions de type 2 qui sont définies originellement 
partout dans le plan complexe sauf sur l'intervalle x€[-eo,*1] : 
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Les formules de liaisons existent entre ces fonctions de type 1 et 2 : 
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Jusqu'à présent nous avons donc construit les fonctions associées de Gegenbauer de premiére 
espéce et de deuxiéme espéce sur x € [-1,1] de type 1 : 
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- de continuité à l'intersection des deux domaines de valeurs : 
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- d'identité avec les fonctions de Gegenbauer lorsque u->0 
- d'identité avec les fonctions associées de Legendre lorsque À->1/2 


Notons tout d'abord que pour la fonction de Gegenbauer de première espèce (u=0) sur [-1,1], le 
lien avec les fonctions associées de Legendre de type 1 et 2 n'implique pas la construction d'une 
fonction de Gegenbauer de type 1 et 2. En effet : 
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Toutefois pour u#0 il n'en est pas de méme, ainsi méme lorsque u=0 pour la fonction de 
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les deux types de fonctions associées de Gegenbauer, selon des modalités similaires tout en tenant 
compte que pour z>1, la relation entre les fonctions associées de Legendre de première espèce 
d'ordres opposés en signe sur ce domaine (type 2) est différente : 
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Et pour les fonctions associées de Legendre de deuxiëme espéce d'ordre opposée : 


1-24 
Lx UN 
pé Zë iar T(v-u*1) ы (2) laver peN cia.) Av} 2? de Г(у+и uL a 24 ud (©) 
24-5 Г(24 +u +v) hel cad WÉI rt -u+ 1) 244v-7 
T aus Tiv - 1) e з Qd 
Д=-= Hu = iuz 2 1 a 223 1-24 À--u 
; Ge ан) 2 ¿ueR À- » PEN Cilowlz)= ДЕ JJ 9 29) 
WII 2,44v-— 
Je pense que ces deux formules dans les domaines respectifs de valeurs assurent : 
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- l'identité avec les fonctions de Gegenbauer lorsque u->0 
- l'identité avec les fonctions associées de Legendre lorsque À->1/2 


Il vient donc une construction des fonctions de type 1 et 2 pour les deux domaines de valeurs de la 
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Premier jeu de formules 


Avec le premier jeu de formules, la liaison entre les fonctions associées de Gegenbauer de premiére 


espéce de type 1 et 2 est la suivante : 
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La formule de liaison entre les fonctions associées de Gegenbauer de deuxiëme espéce de type 1 et 


2, lorsque 1/2-À-p n'est pas un entier est plus complexe : 


1-24 
-2i 2n Л ES 1-24 L 
ELI: 


Jk 


1-24 


(ау 2? dm [(v+u+22) 


1-24 1 


1-2) 0776 


1з e 
_ eR r) Du (z | 19 
N 3 
HE 1. Lag 
DÉI 


WI 


) 
(z - y 


"Жы ы 


Auch ueN 


Lene 


TQ) r(v-u«1) 


LA 
2 


CRAN 


d 


28 - Sin(À + ck à 


12244 uo E A y (z-1) 4 2 E mallem. 
> -ueN=Q ? En 2 om 07205 = À 
AveR ueN 1-24 и 
-1 1-24 1- | 
=> " = с (z)- : TE (- 1) 2 сі, ES = ë ©) 
2 —2)2 2 


Cela redonne bien la formule de connexion des fonctions associées de Legendre de deuxiéme 


espéce : 


_ 1 u G-A и z Jl-z и (2-1) и л 1-2 и 
lge EE [o a Genk = eu, Sien 


(1 _ z) 2 2 


La limite de la fonction de première espèce de type 2 en z=1 est la suivante : 


1-24-Ё 
ZE Lin biet 
— ^ em ra DTA + a+) 


Deuxième jeu de formules 


Avec le deuxiéme jeu de formules, la liaison entre les fonctions associées de Gegenbauer de 
premiére espéce de type 1 et 2 est la suivante : 


e 1-24 ENS 2 

p BR eise ca 627 5 carta) = с) 
£-1)3 1 (z -1)2 

peN 


Lorsque u+À-1/2 n'est un entier, la formule de liaison entre les fonctions associées de Gegenbauer 
de deuxiéme espéce de type 1 et 2 est la suivante : 


2 л 1-24 a 14 
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Lorsque u*A-1/2 est un entier, la formule de liaison entre les fonctions associées de Gegenbauer de 
deuxiéme espéce de type 1 et 2 est la suivante : 


1-24 1-24 
E 1-24 ch I 1-24 E 
circ) T (2 1) + ют) are cy Eos 1-2) р 0) 
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À = r > Sch )- m = ) f 02 (0) Cub) - C1) Ta (1- À 4 Qi ) 
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On retrouve ainsi les formules de connexion pour les fonctions associées de Legendre de deuxiéme 
espéce : 
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La limite de la fonction de premiëre espëce de type 2 en z=1 est la suivante : 


на 


A peN Lim (x-1)27 2 ch" (x) 22 gum 


On peut donc résumer les résultats importants de cette section comme suit : 
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Construction des fonctions associées de Gegenbauer de deuxiéme espéce dans le cas du paramétre 
v et u entier_ 


Ces formules de liaisons permettent de construire les fonctions associées de Gegenbauer de 
deuxième espèce, également dans le cas du paramètre v et u entier : 


zn Cos((v + u) zc) Cie (- z) 


SSC Sc als = 
au („\ _ Cos(v + и) л) ()- C?" (- z) 
GE), Sir + и)л) 


v=neN u-smeN-C?"(-z)-(-1)"" c?"(z) 
Toutefois le dénominateur s'annule lorsque v et u prennent une valeur entière. Dans ce cas 
l'expression de la fonction de deuxiéme espéce présente une forme indéterminée 0/0 puisque : 


сне) Ci" ei) ci (2 


En utilisant la régle de l'hópital et par passage à la limite pour les valeurs v entiéres , il vient : 
„ оит) п) G)- c?" C2) 
v=n=> Су (z) 2 — Lim ду 


(Q),v 
Zem 0 (sin((v т) т) 
Qv 
СС + mr) 0G" (z) GC 2 Оу NG) 
ôv ôv 1 ec?" (z) pen ÔC" (=z) 
Ch" (z)= — L Co (2) = 4—5 mc та 
(б (2) yd. Cos((v + m)z) >с) A Ms z Ov Ve 


Orthogonalité des fonctions associées de Gegenbauer de premiére espéce : 


Les fonctions (polynómes) de Gegenbauer de première espèce sont orthogonales sur l'intervalle [- 
1,+1], comme il en résulte de l'orthogonalité des fonctions associées de Legendre : 


+ 2T(v +u +1) 
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T(v +24) A 

(2 +v) (v -1ir(AY "" 
Par conséquent en usant des mêmes types de relation, on en déduit une relation d'orthogonalité 
sur les fonctions de Gegenbauer associées de première espèce : 

+1 1 1 

{ш e еура а 
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2 
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Annulation des fonctions associées de Gegenbauer de première espèce de degré v et d'ordre u 


entier 


» 1 À x d 

Etant donné la formule de Rodrigues c. (z)= ( 1)“ (1 zy o" C, (z) servant à la construction de 
i Oz" 

ces fonctions, comme la fonction de Gegenbauer de degré v est un polynóme du méme degré, on 


А.ш - 
en déduit que pour p» y; Yo p eN C; (2)=0 pow 


Fonctions associées de Gegenbauer de deuxième espèce non définie lorsque v+u est un entier 
négatif 


Avec les domaines de valeurs des paramètres v, u et À, lorsque u est entier : 


Аш _(_ 37 ТОО 2 Yu EE 
Сб ()= C1) r(v пз) ( г) 027 72) 


А+у-— 
2 


Dans ces conditions la fonction associée de Legendre de deuxiéme espéce est non définie lorsque : 


1 1 v, u eN 
——À-u+A+v--=v-u<0—= 
2 2 v«u 


Lorsque À est demi-entier, alors d'aprés la définition : 


la fonction associée de Legendre de deuxiéme espéce est non définie lorsque : 


1 1 u+v+22-1EN 
4-—+и+А+у-—=и+у+24-1= 
2 2 u+v+22-1<0 


Gegenbauer de premiére et deuxiéme espéce 


Transformation v-»- v-2À 


Etant donné la relation connue spécifique aux fonctions de Gegenbauer : 


à Sin(x v) à 
C; (z) = Sina (221 v)) > (z) 


Que l'on peut démontrer à partir de la formule de définition de la fonction de Gegenbauer : 


1-22 


c^()- 2 * tb än ay pr^ ( 
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р" (2) ci) 10000). y 
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eds e «s EM La (e 2 3 dert Y pr^ 
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e ctu (2) Set AQ c) 


Cette relation n'a de sens que lorsque le degré v n'est pas un entier. Si en revanche le degré v est 
entier alors il convient que le paramètre À soit un demi-entier . En passant à la limite sur la fraction 


dés gin ivin: VEN. 24=2p+1 peN > C (-Cy" c5 , (z)= C5). 


p €N => C¿(z)=C1_,,(z) 

Donc : . Pour ce qui est de la fonction de 
Gegenbauer associées, étant donnée la construction par dérivation de Rodriges, il vient 
immédiatement une formule similaire : 


veN a Р 


peN > С) 6577) 


En prenant la définition de la fonctions associée de Gegenbauer de premiére espéce pour p entier : 


1-24 
1-22 1 


Ant 7 22 Jal (v + +24) Y pr^" 
C (z)- (71) = DU) (1-2?) P (z) 


On parvient à la relation pour Lu entier : 


сън (z)= T(-v +u) T(v-u+1) C+" (z) = Sin(x(v +24 + и) che ( 2) - _ Sink (v +24)) c> (z) 
r(-v —24-и+ 1) г(у +22 + ui) Sin(z (u -v)) Sin(nv) 
Qu'en est-il de la fonction associée de Gegenbauer de deuxiéme espéce ? Partons des définitions 
initiales pour p entier : 
2 Marire us 22) 
2? JnzIlv-u-2A 124. La 
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Il vient alors toujours pour u entier : 


Аш (тр 22 dst Cv-214 +20) DER aa 7 23 ëtt GEH. Ел 
"dell? T(-v -24- u« MI ES ks ee ага e 


l uS 
1 T od SE u) = o +4- yes (z)- É -À-U+V+A- je í (z) 
L-À-u [s 2 2 vi 2 2 ri 
а) Ар 


Sin ENS E T 
2 2 


OU CE AE 
d Dale i Sin((24+u+v)r) 
sa qc Г(-у+и) = T(v-u+1) z Sin((A +8) 7 )Sin((v + Akt Sin((v - uk, (z) 
Ra TEEN T 43421) Sin(2A + u +v}r) 
T Sin((2 + u) x )Sin((v + Ar )C?" (z)- Sin((v - uici, (z) 2-7 Sin(À z )Sin((v + 2 )t)C*" (z)+ Sin(vz KE, (z) 
Sin((u -v)r) Sich) 
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Si maintenant on part de la définition alternative valable pour les valeurs de À demi-entiéres 
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Les résultats sur les fonctions associées de Gegenbauer de premiére et deuxiéme espéce se 
résument donc ainsi pour certains des domaines de valeurs des paramètres v, u et À: 
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Ces deux jeux de formules n'en forme plus qu'un seul : 
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Pour l'effet de la transformation v-»-v-2A sur les fonctions de type 2, utilisons les constructions 
suivantes : 
1-24 
2? de T(v+u+22 Di lay 
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Les formules de connexion pour les fonctions associées de Legendre pour la transformation v-»-v-1 
sont les suivantes : 


Di (z ) = Pi, (z ) 
и уте" Ори): - Suala Os H 
Sc SES 


Alors pour les fonctions de premiére espéce de type 2 : 
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Transformations u->- ->-u+1-2À 


Toujours dans l'hypothèse où le paramètre p entier, l'opération џ en -u+1-2À impose que À soit un 
demi-entier au stade actuelle de cette étude. En effet supposons p entier et À réel quelconque alors 
la fonction correspondante est définie pour -u+1-2À qui est un réel quelconque mais alors À doit 
être un demi-entier. Si maintenant u est réel alors -u+1-2À est réel et À reste toujours un demi- 
entier. 


Partons de la première expression de la fonction associée de Gegenbauer, alors la transformation u 
en -u donne : 
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Idem pour ( (z) 
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La portée de la formule est nécessairement plus limitée car en tenant compte de u entier et À un 
demi-entier, il vient : 
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En partant cette fois de la deuxiéme formulation de la fonction associée de Gegenbauer : 
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Formules qui sont au moins valable pour À demi-entier et u et v quelconques. 


L'effet de la transformation u->-u+1-2 sur les fonctions associées de Gegenbauer de type 2 est 
obtenu en considérant la transformation u->-u sur les fonctions associées de Legendre de type 2. 


Utilisons les constructions définies précédemment : 
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Les formules de connexion pour les fonctions associées de Legendre pour la transformation u->-u 
sont les suivantes : 
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Ce qui peut se résumer par un unique jeu de formules : 
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Annulation des fonctions associées de Gegenbauer de premiére espéce selon certains domaine de 
valeurs des paramètres v et u entiers et À demi-entier 


En ce qui concerne l'annulation des fonctions associées de Gegenbauer de premiére espéce selon 
certains domaine de valeurs des paramètres v et u lorsqu'ils sont entiers, et À demi-entier. Prenons 
l'exemple des fonctions associées de Legendre, il vient : 


v, u e N P#(z)=0 u»v2 P" (z)=0 u>væ-u-1<-v-1= P"(z)-0 -u<v<HUu 
Par « analogie » pour les fonctions associées de Gegenbauer, en combinant la formule d'annulation 
et de changement de signe de и : 

„пем C?#(z)=0 u>v C^" (z)=0 и>» 

> Ch". (z)=0 -u-2A«-v-24 Y--v-2Ae-u-(A-1)sv 


V 


—C»(z-0 -u-(224-1)<v< u 


On démontre que la fonction associée de Gegenbauer de première espèce est identiquement nulle. 


Formules de récurrence des fonctions de Gegenbauer associées de premiére espéce et d'ordre m 


entier 


A partir de la formule définissant les fonctions de Gegenbauer associées de premiére espéce avec 


са) Cay ә Pm ern 
les fonctions de Gegenbauer : TI 


Z à Â 
récurrence des fonctions de Gegenbauer : (v + DOC = 2(4 *v)c; Ek (24 dc C; (z). on en 
déduit la relation de récurrence recherchée : 


, sachant la formule de 
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Soit donc la formule de récurrence entre plus proches voisins : 
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On peut également combiner cette formule de récurrence comme suit : 


m (v +1- m)CE7 (z)- QA + mv С" (z) 
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Avec l'argument z au carré, cela donne : 
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EE ауду LEE 


Cette expression est assez longue mais elle peut parfois servir. 


Formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer associées de premiére espéce et d'ordre m 
entier 


A partir des diverses formules de dérivation des fonctions de Gegenbauer de premiére espéce : 


— 
МУ 
< 
Q 
> 
s 
N 
айны. 


)= zC; '(®)—С,'(®) 
2) C z)- C) QA * 2v)C7 (z) 
) 


= (v «163, (z)- QA +v)zC?(z) 


Et de la liaison avec les fonctions de Gegenbauer : A) : , il 
vient pour la formule (6) : 


(6) CPG) 24673) 


CA" (z) = ( 1)"2" r(A + e mz ( zp p (z)+ (= z?) cera) 


ra) 


=(-1)"2" i mz(-z) cire) -2) 28m ze) 


v-m v-m-l 


r(1) T(2) T(A+1+m) T(A41) NS 


mz 
2 


I É mz (aya TA +m) Ët (utm) TO) € ju gu TG nier cem e) 


—(6) ci") - саа) ол CH!" (c) 


l-z 


On peut en déduire une formule pour la dérivée seconde, et cela nous permet de vérifier 
numériquement le respect de l'équation différentielle de la fonction de Gegenbauer associées : 


2 
ci"()-2i Cal, S eg d chan ci) eg) 


-g -=Z ix É 1-z? 


2 
=-24 m- 2 (с) дда +1) CH?" (z)-m | [tZ (ат (z)« x Chance a) 


2 
-zZ l-z 


= 4A m = CA" (z)- 44A 1) C?" (z)- 


ing 9 uta v 


D'où la dérivée seconde : 


2 
(9) CEA 0) Со" (2) 42 mE С (s)+m (m-Dz lesch 


2 
=Z 


Avec ces deux expressions j'ai testé numériquement le respect de l'équation différentielle des 
fonctions associées de Gegenbauer : 


пес) GA «ciel код) Et сона) 0 


l-z 


Prenons maintenant la formule (4) : (4) (z _ Ic? '(z)=v z C^(z)-(24 -1+v)C? (z) il vient : 


(4) (z? bibi -vzC?(z)- (24 -1+v)C? (z) 
Git Am m „ (A +m) De pr 
тесна erm Cake 
a Sen )=m z C?" (z)4 (v ^ m)z C?" (z)- QA  m-1v)C?" (z) 
—(4) (z-1c?"(z)-vzc?"(z)- QA m-1«v)c?"(z) 


Ainsi que la formule (5) : 5) € = eE = (v +C; (z)-(24 «v eC; (z) alors : 


5) (z -1)c?'(2)- (v «c4, (z)-(24+v)zC?(z) 
"£ -1)C^" (2) RA )«(v m1) 27" (z)- (24 +v + mic?" (z) 
= (5) (2-1) (с) = (ит) (е) (28у) c?"(z) 


vil 


La formule (1) vci(z)» zc?'(z)- C? '(z) donne : 


UI v Ciz)» zCz'(z)- C. (z) 


2 m 
z CH" ()- m Z => r(e) (nan Em sy im) 
Z 


pu TI 
= TU +т) = 
C" '(z)=m SC CA" (2)+(=1)"2" ra) ( z) EE) 


C^"(z)-m 3070» PG +m) ( _ „г „сит, EEE) 


v-1-m 


= (1) (v(i- z:)- m) C; (2)+m z C?" (z) = z Cami (z) ci (z) 


1—2 


La formule (2) ст, (2) СА (z) =2(A+v)c2(z) dome: 


(2) CA: (2) = 204+у) С, (2) 


v+l 


mi m m п T(2+ ue +m 1 
_ ee) A ere erm sfr e 
mt: m m mL + Е +m 1 
Cl E ere) (re EG fous €) 


=> (2) Gre- e) = т 2 (Са) cr) 24)" (0) 


+1 2 
A z* -1 


Cyu'(z)-zC7'(z)=(24+v)C; (z) 


Et finalement la formule (3) У donne : 


(8) Cyn'(z)-zC;'(z)=(24+v)C; (z) 


v+l 


= пот TU + w a 
A caez er ers o 


mi z? m m „ T(21+m 
гс) тС) Dem 


С" (2)= m 


vil 


=> 


(1 -z y: zC" (z) 


>@) re-an- [eem L) со) -т ene) 


D'oü les 6 formules suivantes liant les dérivées premiéres de la fonction associées de Gegenbauer 
de premiére espéce : 


(1) (v(i- z:)- m) С" (z)+ m z Cò" (z) e ci"(z)- CA" (2) 


Le 


(2) Сда) cir G)em-——ce-cG)e 2a vei) 


vil 


а] 


2 


3) Са" (2) 2 cie venil C?"(z)-m 1_z2 Co 


vil 


4) (2-1c?"(2)-vzc?^(2)-QA*m-1«v)ci" (z) 
5) (2 -1)c?"'(z)- (v -m«1c27 (2) - QA +v) z c?"(z) 
) 


v+l 


( 
( 
( 
( 


б) ci"()-- Gärt 24 cis") 
=Z 


Formules de liaison des fonctions de Gegenbauer associées de premiére espéce et d'ordre m entier 
avec des paramétres À ascendants 


Les formules suivantes pour les fonctions de Gegenbauer de premiére espéce sont valables : 


(v 4 24 -1) 
6) cat) Seen co) 
a( y _ z(v +22)C; (z)- (v +C? (z) 
(3) CA ) 201-22) 
Ann QA v 1С? (z)- zv C2 (z) 
(4) C )- 201-22) 
Toujours partant de Іа liaison : C^" (г) = (- 1) E $ y i С^" (z), il vient 


-2A-1 


dn "f _ „зү Г(3—1+т) numat 2(A+m-1) T(A-1«m) Г(А) (as am 
Cou (z)- C1) 2 (1 z?) Fai e ble (V+24+m-1) FG) Fay Ca (z) z C; GH 


EE ee 


(2) ct M Cero). са) (5 cian ()- 29 8CH 4-1 Cep) сыц) 


(+) pasi) Adm 
(3) C *"(z)- z(v 4 2A)C? e )- (v +1 ) Cle ) — (31) => cioe (z)- Zt me 24) (z z)- (v - m4 1) c2" (z ) 


@ cHe- VE, Hl 


v-l -zM SIE n 
(4 c)- eu M 21 = € e SC = (4) => cji” (z) = (v +m+22 Ern: (v - m)c?"(z) 
( cat) ZED (ca, e)- zc) 


@ cim) tm) ACL (ant) Leon) 


(v-2A4-m-1)A-1-m^ ^ 


Soit les 4 formules suivantes : (2) C^"(z)- t ш. 3 Л ^ (z Cà" (z)- e (z) 
у-т+1) А-1+т 


Mm (2) _ z(v +m+ 2A)C?"(z )- (v - m-4 peu (z) 

7 2(1- z? 

(v +m+2A-1)C^" (z)=z (v =m)C^"(z) 
2(1-z?)a 


RS 
+ 
— 
io 
L + 

* 
RS 
МУ 
Il 


Expression formelle de la dérivée paramétrique selon le degré v des fonctions de Gegenbauer 


associées 


Je distingue les deux constructions des fonctions associées de Gegenbauer, d'abord celle de la 
formule de Rodrigues lorsque p est un entier, À et v étant des réels. Dans ce cas il suffit de prendre 


cette construction sous la forme : (^ (z)= C1» E г} ч) C (z)- 
` r) ^ 


Pour obtenir la dérivée selon le degré v il suffit de connaítre la dérivée premiére selon le degré de la 
fonction de Gegenbauer. Pour le paramètre À demi-entier, u et v étant des réels, je pars de la 
formule en fonction hypergéométrique : 


pue Ve À tr 
2 2-2 


2 ri (1-2): da n) 


Construction de la dérivée paramétrique des fonctions associées de Gegenbauer pour u entier, À et 


v réels 


A partir des formules de la dérivée de la fonction de Gegenbauer selon le degré : 


tw (v + 2A)- v(v t (le (z)+ 
T(k -v)r(v 4-24 « era + d 
SS. Sin(av) NS r| a+ 1+ fu) | 
ES aTa) | ў 5 J | 
eloo nee 2л)ниб ибн) 52) 
tv(n «24)- v(n- C; (2) + 
| (-1YT(n+22+4k) 
- u: A 
ec) dain ]-zY 
av E " un p«r 24e ve 22) D 52. 
y S паззл nns] 
2 


jen (a Geen 2 
2 


La formule de la dérivée paramétrique de la fonction associée de Gegenbauer s'écrit : 


m 


c-v-u 


II vient : 


GC 


ac,” (z) 


iiv +и+2А)-у(у— +1) (2) + 


ое е 


TG) zrQ(-u) t 


iv(n* u*2A)-v(n- +1) (2) 


1 
naul, 2E TU yb) 
staht SCH SCH 


k= 


Hr ken днина) 


rfa +u+ ; + in 


wÜk+v+u+22)-w(v+u+22) 
X 
+y(v-u+1)-y(v-u-k+1) 


GU (и + u 24 4 k) 


=a rfa +u+ ; + 37 п-к) 


= Е) 


нр (0 +1) (0 0+1) 


с 


x 


2 


(y Y E 


(TED 


Construction de la dérivée paramétrique des fonctions associées de Gegenbauer pour À demi- 
entier, u et v réels 


1 1.3 1—2 
с} B „К|——А-у,А+уУу+—; А-и; | 
с) (SEI г) (+z) ? E , 2:5. 2 
2 2r(2) (EE da и) 


La dérivée premiére du symbole de Pochammer que l'on applique à Іа formule précédente s'écrit 
comme suit : 


(кН М НЕ +) 
а v 
> (v). = (v) (v (v +) (и) = Ç | 
dv d 1 l l l 
——|4+v+—| =| Ажи | wl джин || 4+v+— 
dv 274 2 2 2 
On utilise également une formule connue de la fonction Gamma : 
1 1 i 1 
T]=-A-v+k | Г д+и += | Sinm|-—-AÀ-v-k 
1 1 2 2 2 k 
< Av d pens - : TRE -(-1) 
k =k EEN rasv) si A 4-4-v)) 
2 2 2 
SS EEN DE -0=>v[; À 7 v: À СЕСИНЕ: 
dv \|\\2 я SA 2 2 2 2 


1 1 1 1 
| А-и |-у|А+у+—|= 2-v+k A+v+—-k 
d | d jj d | d 2 ) 


La dérivée paramétrique s'écrit donc formellement : 
1 1 
y соси -y PENE + 


1-24 


ac") Jet. (+z y Р 2 em vb А 7 vb 2 Ж] 


eM ^p) (Iz e 


Étant donné qu'ici À est un demi-entier, la forme de la dérivée paramétrique présente donc une 
forme indéterminée aux póles de la fonction Gamma sur les deux termes : 


1 EE | 
E — À ei = forme indéterminée pour k<v+2-— > 
k 


EEN 

H 
СЕ 

É 2 


) forme indéterminée pour К>у+А— 5 


da 
2 


Lorsque v tend vers un entier n. Mais nous pouvons lever cette incertitude par passage à la limite 
comme nous l'avons fait pour les fonctions de Legendre, de Legendre associées et de Gegenbauer. 


Soit au cas d'espéce : 


Kand rt + — À -v) 
А 2 
с>] _ | X que (+++) qe» + 
ду А = EEN k tii 3 
J 2 (e)r(3-2-u+k) 
DEE k) 
k=+00 EE = k 
= > dun Lim 1 = ( z) 
Pd Ж pesce" TRO ODD S ct и 
| 2 


En insérant les limites suivantes : 


Comme 


II vient : 


x 


| 


k=+00 


k=n+2+— 
2 


1 1 
A+n+=+k|-w| 2+n+—-k 
гудят) м 2 | 2 | 
k 


1-2) + 
EEN À = 


Cette dernière expression peut être utilisée pour calculer directement les dérivées paramétriques 
des fonctions de Gegenbauer associées de première espèce de degré entier et d'ordre quelconque. 


Les fonctions associées généralisées de Legendre sur la coupure, « On the Cut » 


Les fonctions associées généralisées de Legendre sont solutions de l'équation différentielle du 
second degré suivante : 


(1 ae 22200), ма) d > P OE, 


дг? дг 201-2) 2(1+z 
La solution de premiére espéce peut-étre construite à l'aide de la fonction hypergéométrique, 
comme suit : 
B _ _ = 
pet (2)= 1 (+2) ‚(> a B , 2 B m a 
r(1-a)(1-z)" 2 2 2 


Lorsque a=6, on retrouve l'expression de la fonction associée de Legendre de première espèce : 


р" (2) paf, = Ш 1 E vunn zl 
a) 2 


(1- zY' r(1- 


Une autre représentation à l'aide des fonctions hypergéométriques est également possible dans le 
cas oü les paramétres forment entre-eux des expressions entiéres : 


а+ В 
2 


sont de valeur entière 


Lorsque v+ 


а 


"(1-z) nd SE 


Lorsque a-6 est entier, on retrouve également une des expressions de la fonction associée de 
Legendre de premiére espéce : 


а 2 E 
p»^(z)- py () =D (l-z ү иды) „F, дра 
2"T(I-a) Г(у-а +1) 2 


Communément les fonctions associées де Legendre de deuxiéme espéce, sont définies à l'aide des 
fonctions hypergéométriques de la maniére suivante : 


tosta 12225 | E Gucci 
-a) 2 


1 


= l-z 
82) r(1+a 


El -v,v+Ll+a; — 
) 2 


Pour ce qui est des fonctions associées généralisées de Legendre de deuxiéme espéce, l'expression 
est la suivante : 


{ене ч) ы 
Q?^(z)- SC Gah (v+ 2 + v+ 2 + ue 
‚|2 r СЕ, 
2 2 
| i NU а Heat 
| 2 2 2 ] 
л T 
TUE E Sin(ar) DAD e іп(ал) 
I Fil M de 2) 
caslar) E 2 ` 
uf I(1-a) 
(vA (у) Ñ 
=> gt) — > 1 2 — 0-2), 
25іп(ал) NEU 
ret нш 
E Г(1+о) 


E У,у Haa) 
a) 2 


Le Wronskien des fonctions associées généralisées de Legendre est le suivant : 


а+ В а- В 
ар“? (z) о" Gj- Dai (2) dirf (z) g“ 28-а rfv + E + Ui + + ] 
| | 2-2 а) 

2 


=> wp" (2. 02) тір), 0*(2))= 


W(P (z), o?" (z)j- 


Formule de connexion pour les fonctions associées généralisées de Legendre 


Lien entre les fonctions de premiére et deuxiéme espéce par transformation de l'argument : 


isto pape E n ЕЭ? 2 sw» š <> r oer 


r Eh) d 


JER rfv =з 


В + 
I — | E 2 I ) ) (6 S 20 e» snl (v j SD) 


Ce qui est équivalent aux deux expressions suivantes : 


"all: R <Ê r |r) ze cos (v " 218 Jos” (2^ 


"Tale estie ET e 


Lorsque les paramétres a et 6 sont égaux, il vient : 
Z шу а) (2) = Сон ае) (2) or" C2) 
2 пиа) (z) - Cos((v +ађ)т) ве (2) pze (= z) 
л 


Се qui est Іа formule de connexion des fonctions de Legendre associées. 


Le cas particulier de, % + D ayant une valeur entiére donne la relation : 


22-5 {у EE ] 
«+3 2 


RACE" E) 
rfv ya £ + ) 


Lien entre les fonctions de premiére et deuxiéme espéce par transformation des ordres : 


La premiére formule est la suivante : 


T| v- = vhs 2 
pim > [cos(a =)P**(s)-2 Sina тог") 
papi Bar ve SÉ P 

2 2 
Г| у . vu) 
Qt ()-2"* Le [ena z)022(z)+ Z sila л)к C) 
r + Par v+&L ni) á 


Lorsque les paramètres a et 6 sont égaux, il vient : 


Bt *(2)= Klee nee (e)- 2 Sina ell 


I(v +a +1) 


BEER eath cosa vr" Sin(a п) (0) 


Ce qui est la formule de connexion des fonctions de Legendre associées. 


Les deux autres formules sont les suivantes : 


SCH r- ЕС ul Cos(a x )P*^ (z)- — Sina x)?" (z) 
| i r 2 гз Qum EF, a Ё Ta | 
-а,В Se E all MED pu) TE j Рр? 

е r ZR со. ee G 7) ©) 


Il vient le cas particulier de ces formules lorsque a = 6: 
pea (= 20 E - 8D [esto z)PP2(2) 2 ag z)OP* (2) 
| (v B^ í л | ` Rer =2 p (z) 
[2 


Trw ) 
g^)» TEE R cosl aote sins nero} 1970727070) 


Formules de récurrence entre plus proches voisins 


Voici quelques formules de récurrence entre plus proches voisins : 


[экиз E Qe jenen lt atb, "кте aste 080 но) 


2 
— a - B* z(a p) ИТА | ES a+B CIN _ 
RUP Rr pr ()= 0 


1-2? 


DES CHE) 9-1 es Byte)» [ave + L =P. ов 
=й aia peg 

Ga yere) - Glen rei веч) 

СЕЗБЕ Eë С P ette (ray iz pr ()-0 

(v 22 pete) v EEGEN 


(2v «a - B)P*? (z)- (2v z+a - B)P? ^ (z)- 2v| v- 


Les formules précédentes sont identiques avec les fonctions de deuxiéme espéce. 


Formules de différentiation 


Voici quelques formules de la dérivée première : 


bai Kë ees, 
dp Z) _ ap 2+0- В ab Í; 2 2 a-1,8-1( „ 
do 2(1-z?) һ ( + 1-2? i ) 
5 ? _ B? а+ В а- p 
ар") kri 2+ () у 2 +1 Ë S SR? 
dz — (ez) ” (v+1)(1=z?) wi 
a - B? ‚+8 a-p 
ap PA see 
dz у (1-2 ћ ch v (1=z?) FG) 


Les formules précédentes sont également identiques avec les fonctions de deuxiéme espéce. 


Formule de Rodriques pour les fonctions associées généralisées de Legendre 


On note les paramétres suivant issus des paramétres originaux a et 6 : 


gov @ Ë E у=у+®—Ё б= -24 
Et la formule de Rodrigues s'écrit : 
Z ô 
20191 att WY о zy 12 zy) 
x! Oz 
apf A (y _ 2! ү а _ ү n 
e r G)-Cy 0-2) 202) 2-2) (+27) 
| at) op 
428 2 É Bo 2 
ELTH — (1-250435 2— (0-3 
2" 2 Ë [04 ai =É) dz 
2 
ect re 2261) Be 
kt a 2 ap (1—- zy? (1+2) 2 5 
2 "d, 5 Pay 2381) ôz 2 


Lorsque a еї 6 sont égaux, elle redonne la formule de Rodrigues pour les fonctions de Legendre 


associées : 
а= В > ұ=у+а m= v y =V ô 


P?* (z)= P*(z)- (C1 (шен Е J] xà 


2"vY(v - a) 


I 


— a 


h-z) 


Calcul de la fonction de deuxième espèce à l'aide des formules de liaison 


En utilisant la formule de liaison sur l'argument, on peut calculer la fonction de deuxième espèce, 


comme suit : 


Mr (mun | 


m v+ RE +1) 
v Ee в) rt 
2 2%- "de z£ +1) 


Toutefois le dénominateur s'annule lorsque „ү «+В prend une valeur entiére, typiquement par 
2 


exemple si les trois paramètres v,a,6 sont de valeur entière et a,6 sont de méme parité. Dans ce 
cas l'expression de la fonction de deuxiéme espéce présente une forme indéterminée 0/0 puisque : 


2 29-8 r(v-Z2 1) 
Ре (ze (1) 2 рее) Q**(z)= 
d et ÁP +1) 


ojo 


En utilisant la règle de l'hôpital et par passage à la limite pour les valeurs vo 6 et y4 8B 


entiéres , il vient : 


"m СЕ 
а а,Ь b,a 
— 4 Cos | v +—— | |Р, (z) P 
= ° = А =b N ( ke У 
у а, В =be ду 2 vie +1) 
n+ E =g eN Q7" (z)- 7 Lim 
E k y) 
n+ ем 2 
a+b 2 
n> 7 => 
nu. H eN 
2 


Il est possible de simplifier légèrement cette expression, en calculant la différence de la fonction 
Digamma d'Euler : 


1 1 1 exl 
= —Á— —— — > aə — d = — 
GH un 8А. )2 v(c)-w(a) 2: 
fa 55 
a-b a-b 2 dE 2 
Se p ap ns 1|- - 
v(n+ 2 +1) ‚| 2 +) ER EE ENEE 
2 
mad a—b b-a judo a-b a-b 
E | ! seb 
l ap (z) (-1) 1С 2 br 2 (-1) i 2 ) " l Í 
о>()-1 26 E : 20) Y 
5 v-n | _ e) ду у=п | E. a l= Tel 
n H n n + 
2 
"na —b 
a ! 
aep CU tac _ 
ду v-n Gel 5 2 =) ду v-n 
1 2 


=> Q” (z)= > 


N 
N 
Kë 
i 
T 
— 
— 
— 
= 
= 
E 
N+ 
i 
М 
S 
+ 
| 
~ 
` | 
o 
Qa 
T 
Бе 


I=1 21+2п-а+Ь 


| Mes 


On retrouve l'expression de la fonction de deuxiéme espéce de Legendre associée dans les cas n, m 


À 


Orthogonalité des fonctions associées généralisées de Legendre de première espèce : 


entiers : 


1 


a=b=m => Q"(z)- k 


Ov 


_ (- je ОР" (- z) 


2 ду 


у=п 


Les fonctions associées généralisées de Legendre sont orthogonales sur l'intervalle [-1,+1] 


y =. >Ë n= _%Ë y=v+ =” g= _%*Ë 

+1 21+В-а у! х! +1 KI r(v eL EE +1) 
а,В а,В _ D АН aß ap A 

[ек la een m ð, y UE (z)P?^ (z) Á 


Au dE MÉ | 


Les fonctions associées généralisées de Legendre comme solutions de problémes aux limites en 
physique mathématique 


En coordonnées sphéroidales allongées : 

Parler des fonctions associées généralisées de Legendre ne sert à rien, s'il n'y a pas de bénéfice à 
les étudier comme solutions de problémes aux limites. Dans un article de 1987, N.A.Virchenko 
« Applications of Legendre's generalized associated functions », l'auteure donne en coordonnées 
sphéroidales allongées : 
x = cSinh(n )Sin(9)Cos(@) 


2 2 2 2 2 
y = cSinh(n )Sin(9)Sin(@) $; E se = Sinh’ (n )Sin° (9) ЕВЕ = Cosh’ (n)- 81п2(9)= Sinh? (п) + Cos’ (9) 
z = cCosh(n)Cos(9) i ` 
l'équation aux dérivées partielles suivante : 
1 əf ди 1 Du raU 1 1 jeu ( Cos(9) Cosh(n)) óU 
- >> < Sinh Sin(9 -0 
Sinh(n) ôn | DH ôn ) Sin(9) Si SE Me » E дф? К Sinh? (n) ] дї 


Le terme spatial de l'expression correspond peu ou prou au Laplacien en coordonnées sphéroidale 
allongées. On sait notamment que le Laplacien s'écrit : 


1 1 д ðU 1 ô ðU 1 eu 
AU Sinh Sin(9 
c?(Sinh (п) FO Ən | тп) Ən ) Sin(9) 09 | ¿ ) ` Sinh (п) (8) дф? 


; 2 à. z 
c? Sinh? (п) Sin? (9))AU Cono) £ Casier) OÙ ` Des к. GE, OU _ 0 
Sin'(9)  Sinh*(n)) дї c? Sin*(9)Sinh (n Sinh (7)+ Sin DI ôt 
Maintenant d'après les formules de correspondance avec le système cartésien, on va donner la 
forme de l'équation aux dérivées partielles dont Virchenko parle : 


E Му e ey at y! (сс) 


Cosh 
2c 
2 2 2 2 > ü 5 
cos(9)- У FY +(z+c) Jx +y + (z c) 
2c 
2 2 2 2 3 E 5 
"EE ty! +(z +c) ух +y? *(z-c) 
c 
2 2 2 2 2 5 
MT 9) dE t> + Jr +e +(z-0) 
c 
2 2 2 [2 2 2 Я CE 
= Sinè(9)= Y” +y’ (+ с) yx noy - (24945252) 
с 
2 2 2 [2 2 NET à EE d 
RIDENS e ELE E 
c 


=> CosB)simi? (n) Sin (ə)cosh(n) - 262 0 


— Cos(9)Sinh? (n)- Sin? (9)Cosh(n) E (z E cx? РА + (2 + с) 


z+c QU 


(e +y Ne +у+(2+с) 9t 
diffusion axi-symétrique transformée en coordonnées sphéroïdales allongées. 


Et l'équation s'écrit : AU — 0, ce qui semble être une équation de 


La séparation des variables dans l'équation aux dérivées partielles donne : 


U(n.9.9.1)- e ye(9 xo(p)r(r) 
[icis Sinh(n ys smn i), 
А 1 Das 20(9) Cosh(n) | Cos(9)| 1 or(t) 
Саа | а 09 ) E Se Sm dÉ жй ( ZZ) 
1 lo) 0g 
Sinh^( PA 
Constante de séparation s, entre E variables п, 9,t et o 
SH eH() д ( 4, GEN 
2 sinnt) R) " А Z sin(9) 282) " 
H(r)Sinh(r) Sinh? (n) @(9)Sin(9) Sin’ (9) 
1 ӘТ@)_ 
= El, Ca T(t) д x 
Sinh?’ (n) Sin?(9) 
290). niet 
Puis s, entre les variables n,9 et t 
EI ( a , 0BG) 0 fe (0206) 
Glanz O L, oc 
s H(n)Sinh(n) Sinh° (n) * Sinh? (n) @(9)Sin(9) Sin? (9) 2 Sin? (9) 
T0, (9-0 
Puis s, entreles variables n et 9 
EE S in SEI "DE NRI Cosh(n) E 
2, Ti. xa) Ən | E Sinh" (n) yd Sc? 
1 (í. IEN 5, Cos(9) 
sgal o0), Sm^(8) "° сое, e(9)=0 
Posons s= EE ES жы SC s, = v(v +1) 
2 2 
1 ô eH() j E Е 
Sian) zo KEE NEA) aego- d 
1 a[n O(I) : CR _ 
= suyas Sn) 09 Lag SEN EH 
20) HE D(p)=0 
оТ@) AE my ag 


Ot 2 


En posant 2=Соѕһ(п) ou z-Cos(0) on retombe sur les équations des fonctions associées 
généralisées de Legendre, soit donc à rechercher les solutions sous la forme : 


H(n)- A P/* (Cosh(n))+ B Q“ (Cosh(r)) 
e(8)- C P“*(Cos(9))+ D О" (Cos(8)) 


( 
Ф(р)= Е Cof £ TÉ eer s (££ 


En coordonnées toroidales : 


Dans le méme article « Applications of Legendre's generalized associated functions », l'auteure 
N.A.Virchenko donne également en coordonnées toroidales : 


_ cSinh(n) Gasto 
Cosh(r)- Cos(8) 
Ee Sin(p) X? +Y? _ Sinh? (n) E Sin^(9) 
„з mus c? (Cosh(n)-Cos(9)Ÿ c^ ` (Cosh(n)-Cos(9)Y 
cSin(9 


В Cosh(n)-Cos(9) 
x + y? +27 ` Sinh°(n)+ Sin(9) _ Cosh? (n)- Cos(9) 
c? R (Cosh(n)— Cos(9)) Ё (Cosh(n)— Cos(9)Y 
l'équation aux dérivées partielles suivante : 
ó Sinh |^ oU) à Sinh(y | ôU 1 OU 
+ + 
ôn СЕ Cos(9) ôn | 09 | Cosh(n)— Cos(9) si (Cosh(n)- Cos(8))Sinh(y) дф? 
Cosh(n) oU _ 
(Cosh(n)-Cos(9))Sinh(n) ôt g 


Le terme spatial de l'expression correspond peu ou prou au Laplacien en coordonnées toroidales. 
On sait notamment que le Laplacien s'écrit : 
(Cosh(n)- Cos(8)) | ô Sinh(n) | oU) әд Sinh(n) | oU 
AU = 2 s SR + 
c^ Sinh(n) Ən Cosh(n)- Cos(8) ôn ) 09 Cosh(r)- Cos(9) д9 
(Cosh(n)- Соѕ(9)) GU 
c^Sinh? (n) дф? 


+ 


а Sinh(n) 22), A Sinh(n) zi 
Au = Cosh(n)- Cos(3)) ôn Cosh(n)-Cos(9) ôn ) 09V Cosh(n)- Cos(9) д9 

c^Sinh(n) К 1 oU 

Sinh(n \Cosh(n)- Cos(9)) дф? 
а, Sinh(n) о |+ zl Sinh(n) 20. 1 oU 
дп Cosh(g)- Cos(8) ôn ) 09 Cosh(g)- Соѕ(9) 09 )  Sinh(n XCosh(n)- Cos(9)) дф? 
Cosh(n) OU E 
Sinh(n (Cosh(u)- Cos(9)) ot 
c? Sinh(n) Cosh(n) ðU 


© (Cosh(n)=Cos(9)) "` Sinh(nXCosh(m)- Cos(8)) ô ` ` 
(Cosh(n)— Соѕ(9)) Cosh(n) GU. 


AU 0 
= c? Sinh? (n) дї 
esr Cosh(n) OU E 

x +y д 


Il reste à exprimer le terme Cosh(n), en fonction de x et y. D'après les formules de correspondances 
des coordonnées toroidales et des coordonnées cartésiennes, il vient : 


(id ape esos on 
n = Log 4) = Count - E н) [Se 


| а 2l da. 


xX xy +277 +c? 


= Cosh(n)= 
Jue + y? E + z? Jue + y? žel +2? 
Соз(9) d +% 4e _ x -y-04z-g 


2d d, Wery -e)re gy +c) +: 


2c? 


Wee» еј +2 eere] +2 


2(х? + y? +z?) 


Wery -ef +2 RE +cf +: 


Et l'équation aux dérivées partielles s'écrit en coordonnées cartésiennes : 


=> Cosh(n)-Cos(3)= 


=> Cosh(17) + Cos(9) = 


X py EU QU 


U =0 
boer as cf ez eye] +22 2 


A 


On sait que le Laplacien en coordonnées toroidales n'est pas séparable, mais R-séparable 
moyennant un changement dans la solution cherchée : 


U (n, 9, 9, t) = JCosh(n)- Cos(9)V (n, 9, o, t) 

У(т,9,ф,1)= H(n)e(9y»(o)r() 

0 | Sinh(n) 22), 0 | Sinh(n) za l oU 

дп Cosh(n)- Cos(8) ôn ) 09V Cosh(g)- Cos(8) 09 ) Sinh(nXCosh(n)- Cos(8)) дф? 
Cosh(r) oU 

Sinh(n KCosh(n)- Cos(9)) ot 


=0 


1 Oa GEI др V 1 V Соз) ôV 
e — =| Sinh(n) +E E Ee S Se = 
Sinh(n) ën ôn) 092 4 Sinh'(n)Og? Sinh°(n) дї 
2 2 
Sinh? (n l ó sin) 2909) S» ол Cosh(q) 1 OT(t) i elit гё á 
H(n)Sinh(n) ôn òn @(9) 29 4 Sinh*(n)T(t) ôt | Do) дф 
Constante de séparation s, entre les variables n,Q,t et o 
2 
l ó Sinn) 2909) Ea 1 go Cosh(q) 1 OT() _ À 
H(n)Sinh(n) ôn òn ) Sinh*(n) e(9) 29 4 Sinh*(n)T(t) ot 
e^o 
2 (9) , i (p)- 0 
9 
Puis s, entre les variables n,9 et t 
2 
1 д sin) 40) ES M A AR 1 LOR 
H(n)Sinh(n) ôn ôn ) Sinh*(n) 4 `" Sinh*(n) e(3) o9 
ôT(t 
A hi s,T(t)- 0 
Puis s, entre les variables n et 9 
1 Ô Í < CH(n) 1 Q Cosh(r) 
— | Sinh | H(n)= 0 
а а mU J E A Sinh) 2 інт? (р) (т) 
COOL 
Әс ).so(9)- 0 
2 2 2 2 
Posons s = +é = ё s, =V? 
2 2 
1 əf, CH(n) „ 1 u? E 
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Er 207] CH(n) | | и? E? 
— | Sinh H(n)= 0 
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2 2 
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En posant z=Cosh(n), on retombe sur les équations des fonctions associées généralisées de 


Legendre, soit donc à rechercher les solutions sous la forme : 
H(n)= A pi (Cosh(n ))+ В o SE ) 


b C Cosl (v9) D GEN 


e + rs 35 e| 


En coordonnées bipolaires-sphérique ou bi-sphériques: 


=F a 


d 


T(t)=G e 


Toujours dans le même article, il est cité en coordonnées bi-sphériques: 


_ cSin(9) Coso) 
Cosh(r)- Cos(8) k 

S A) Sin( ) X? +y? _ Sin?(9) Ev Sinh? (n) 
Cosh(r )- Cos(8) T e (Cosh(n)- Cos(8)! с?  (Cosh(n)-Cos(9)) 


_ cSinh(n) 
Cosh(n)-Cos(9) 
x + y? +z? ` Sinh*(7)+ Sin(9) x Cosh?(n)-Cos(9) 
c? (Cosh(n)- Cos(8))  (Cosh(n)-Cos(9)) 
l'équation aux dérivées partielles suivante : 
д | Sin(9) 20. д | Sin(9) H 1 GU 
+ + 
дп Cosh(n)- Cos(8) ôn ) 09V Cosh(g)- Cos(9) 29) (Cosh(n)— Cos(9))Sin(9) дф? 
Cos(9) OU _ 
(Cosh(n)- Cos(9))Sin(9) дї р 
Le terme spatial de l'expression comporte le Laplacien еп coordonnées bi-sphériques. On sait 
notamment que le Laplacien s'écrit : 
Ө EE д | Sin(9) 20, д | Sin(9) =) 
AU = De + + 
c^Sin(9) Ən Cosh(n)- Cos(8) ôn ) 09 Cosh(r)- Cos(9) 29 
‚ (Cosh(n )- Cos(9)) GU 
c^Sin'(9) дф? 


а, Sin(9) a A Sin(9) I 


AU = (Соѕћ(п)– Соғ(9)) | ôn V Cosh(n)-Cos(9) ôn ` 89^ Cosh(n)-Cos(9) д9 
c'Sin(8) A 1 ôU 
Sin(9XCosh(n)- Cos(9)) дф? 
c^Sin(9) Cos(9) oU 


s (Cosh(n)— Cos(9)) id (Cosh(n)-Cos(9))Sin(9) ot Ë 
(Cosh(n)- Cos(8)) Cos(9) ôU e ke Соѕ(9) ôU 


€» AU 
c^Sin'(8) ot x +y’ ôt 


=0 


Il reste à exprimer le terme Cos(ô), en fonction de x et y. D'après les formules de correspondances 
des coordonnées bi-sphériques et des coordonnées cartésiennes: 


o= J +y +22 ee] Meis? = dd, 


d, = dx e y! +(z +c) d, = x +y? +(z — c) d? +d? =2( ey ez sc) d? —dj = 42с 


2 2 2 РА 2 2 
n = Loe £ |= con - E 2 Е +а, Jo сано) x+y? +22 +с 
d, 2\d, 4) 2X did, Му (с) t y! + (2 + cy 


2 2) 
Leges E db (5 sub | 2zc 


2\d, 4) 2\ dd, Je +y + (2 +c) dei steel 
Cos(9) - 4 + da 4 _ x + у? +2? – с? 

244, Jx + y! e ey +y + (2 cy 

2c? 
=> Cosh(17)-Cos(9) = 
Му e ey xt + 2 (сс) 
2 2 2 

=> Cosh(17) + Cos(9) = 5 СИЕ ) 


x+ y! +(z ey Jx2 y? e (z- c 
L'équation aux dérivées partielles devient : 
x^ y^ z? =c? QU 


AU 
(e +y lx? ty! (+) ју (с) 9t 


= 0 


On sait que le Laplacien en coordonnées bi-sphériques n'est pas séparable, mais R-séparable 
moyennant un changement dans la solution cherchée : 


U(n,9,9.1) = JCosh(n)- Cos(9)V (n. 9,9.) 
У(п,9,ф,1)= H(n)Ə(9kb(e)T(:) 


OU ` Sinh(n) y» OV 
ôn 2(Cosh(n)— Co) V +(Cosh(n)— Cos(9)) on 
QU Sin( 9 12 OV 
08^ Xu EE Feo Pasta 
Sin(9) ôU `  Sinh(n)sin(9) т Sin(9) oV 
Cosh(n)- Cos(9) On 2(Cosh(n)- Cos(9)) ` (Cosh(n)- Cos(8)) ^ on 
Sin(9) ôU _ Sin?(9) ys Sin(9) oV 
Cosh()- Cos(9) 09 ` XCosh(n)-Cos(8)" ^ ^ (Cosh(n)- Cos(8)) ^ 39 
д | Sin(9) ci И Sin(9) ov Sin(9 2 — 2Cosh(n)Cos(9)— Sinh°(n)) , 
дт] V Cosh(n)— Cos(9) дт] (Cosh(n)- Cos(8)) ^ ôn? 4(Cosh(n)— Cos(9)) ° 
0 | Sin(9) 1 u Sin(9) B. Соз(9) oV | 
09V Cosh(n)-Cos(3) 29 ) (Соѕһ(п)– Cos(9)) ^ 29° (Cosh(n)- Cos(8)) ^ 29 
А 4Sin(9)Cos(9)Cosh(r)- 4Sin(9)-- Sin’ (9) y 
4(Cosh(n)— Cos(9)) ` 
ô Sin(9) OU) ә Sin(9) QU \ _ 
E l Cos(9) ôn ) 09 [uem Cos(9) д9 ) s 
Sin(9) oy Sin(9) oy Cos(9) oV Sin(9) 


+ + V 
(Cosh(n)- Cos(8))^ ôn? (Cosh(n)- Cos(9)) ^ 29° ` (Cosh(n)-Cos(9))? 29 4(Cosh(n)— Cos(9)) 
д Sin(9) ôU\ à Sin(9) ди 1 OU 
=> + + 
Ən Cosh(n)- Cos(8) ôn ) 09 Cosh(n)-Cos(9) 09 ) (Cosh(n)— Cos(9))Sin(9) дф? 
Соѕ(9) OU ` 
(Cosh(n)- Cos(9))sin(9) дї 
òV òV Cos(9)ôV V 1 ôV Cos(9)0V 
+ + + = 
op 08? Sin(9) 29 4 Sin*(9) др? Sin?(9) дї 
2 2 
ó E 1 ó ОА am | | om Caste) òV 
ôn? Sin(9)09 09) 4 8іпг(9) дф? Sin'(9) дї 


= 0 


La séparation des variables dans l'équation sur V donne : 
2 2 
Sin?(9) Em. H(n) + (one) 1 Cos(8) 1 oi І Giel _ 0 
H(n) ôn  O(9)Sin(9) 09 д9 


Constante de séparation s, entre les variables п, 9,1 et o 


1 e Н 1 д 20(9) s, 1 Cos(9) 1 Tle) 
на) 2 COSTORE (9) 59 ) Sin (9) 4 Sin(S)T()) ór _ 
De ). 
sD(p)=0 
s, entreles variables n,8 et t 
1 Hin 1 a (+ (Q409(9)) 1 5, Cos(9) ` 
Ho Era Res") 09 J 4 ` Sin*(9) " sm) 
T 9 ln 


Puis s, entreles variables n et 9 


e 
se gs 9) 
Posons s = PE S> = PESÉ s; =v" 
2 2 
SH): гн) 0 


zoal toS, `g J Ta EE 
2000 и? +? a( 
дф 2 
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En posant z-Cos(0), on retombe sur les équations des fonctions associées généralisées de 
Legendre, soit donc à rechercher les solutions sous la forme : 


H(n)2 Ae" +B e 
o) Cr (Goo) зо) 


1 (Co 
= E Cos] — — — p |+ FSin HA, 
2 


T(t)=G 


En coordonnées sphériques 


Abordons finalement le cas le plus simple. Toujours dans le méme article, il est cité en dernier 
ressort, l'équation aux dérivées partielles suivantes : 
AU Z OU _ 0 
(x? + y Nx? +y?+z2? ôt 
Que l'on va décliner en coordonnées sphériques, ce qui donne : 
x =rSin(9)Cos(p) 
y = rSin(8)Sin(o) 
z = rCos(8) 
lô б 20, к 28 | CO Lit CH Cos(9) ôU o 
rot 09) rsin(9)09 09) r'Sim(9)op? r'Sin'(9) ot 
La séparation des variables dans l'équation donne : 


20 2r 1 1 (í sen) 1 l Ô (4 ,,09(9)) Cos(9) 1 Gil 1 Ө?°Ф(ф) 
um QE pl ër Lk Sabar Z Suel д9 | r Sin (д) T) дї Е A 


Constante de séparation s, entre les variables r,9,t et o 


1 of( ,OR(r) l 0 (4 ro Ol) s, Cos(9) 1 " 
asl or or ls" 09 J Sie) Sm2(9)T() ôt "`" 
PL), - p(2)=0 


дф? 


Puis s, entreles variables r,9 et t 


1 or ,OR(r) 1 0 (4 rn0@(8) s, Cos(9) ` 
sl ES so ls" 08 J Sin (9) ^ Sin2(9) 
ГЦ) | . r()- 0 

ôt ° 

Puis s, entre les variables r et 9 

20 2 s,R(r)=0 
RCM 20(9) 5, Cos(9)| ` 

ыр 509) 29 нөн, 5їп?(9) E 
Posons a SV "n JEL s, 2 v(v +1) 

2 2 

SÉ 0) мев) о EO, 220) "lan 
" sy ag re eee NEGO dig 0-0 

p E o(p)-0 

oT) LE Tl) g 
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En posant z-Cos(0), on retombe sur les équations des fonctions associées généralisées de 
Legendre, soit donc à rechercher les solutions sous la forme : 


R(r)= А" + B ry? 
@(9)= C P/*(Cos(3)) D О (Cos(3)) 


Ф(ф) =Е = e| + ss | £28 e| 


Des crypto-fonctions encore plus élusives de physique mathématique : Les fonctions associées 


généralisées de Gegenbauer sur l'intervalle (-1,1] 


Dans la catégorie des fonctions encore plus introuvables, on peut envisager les fonctions de 
première et deuxième espèce, solutions de l'équation : 


(- 222€. (22 +1)z o) 240, dre +22) os 00) 


Tentons de les rapprocher des fonctions associées généralisées de Legendre présentées dans Іа 
section précédentes : 


() (ег). CA +1)z 248, +22) «nn ЕЛ )-0 


FIT H 


дг? дг 201-2) 201+) 


Ce qui est l'équation des fonctions associées généralisées de Legendre. Autrement dit les solutions 
de premiére et deuxiéme espéce de l'équation de départ, se EE SOUS 1a forme : 


1224- Ley ed us. Ve 
Се) а) Ра) сан) в) отш) zeh] 
2 2 
ou bien 
" l-24 4. Ippe lyg À 2 124 Ü LBA tye 
CG" S RT "E ев) ^ el sek 
> +v—— 


Oü les deux constantes A et B sont à déterminer. Par comparaison avec les formules des fonctions 
de Gegenbauer associées, on peut donc proposer les expressions suivantes lorsque À est demi- 
entier, u, €, v sont quelconques : 


M 152% T (d 22 Jm 1-24 А1. пд lit 

C^" (z)- (1) 1279 Ут 1— A p Qt C^" (2) (1) 1-2) 4 p 2 5 
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Аш Дел 23 Jr 2 = en Ju. 1-1 > J 2 1523... liu A--*6 

Co z)- (1) г) (1 2 ) 0 2: (9 Co (3)=( 1)": TG) ( s ) i H: 


Et lorsque À est quelconque et Lu entier, on sait que : 


jb veia va ZÉ ad) 
p (z)- (- 1)“ PIE: m E P" -é (z) 
1 (0+8 ны) 
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reza ET Man ur | 
о) (ар 2 Jo 
V+A-- 


Ce qui donne l'expression valable lorsque À, v sont quelconques et, u, € sont entiers : 


Cu z 


| ST. rfv B apres = „= 
2 
1-24 H +Š H-6 
T (= 1) 2 * Ул( e reza =. E 4 S xs — 
ce E )= ri ra) l-z 


: l u-é 
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u 1-24 Toa le 
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qui redonnent bien les formules des fonctions de Gegenbauer associées lorsque u= €, soit : 


4 
2 2 Jrl(v+u+2À) ( E Des Lin 
I (v - u 4 Vr(A) 


Orthogonalité des fonctions associées généralisées de Gegenbauer de premiére espéce : 


Les fonctions associées généralisées de Gegenbauer sont orthogonales sur l'intervalle [-1,*1], 
comme il en résulte de l'orthogonalité des fonctions associées généralisées de Legendre : 
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Lorsque les deux paramètres u еї £ sont égaux оп retrouve bien la relation d'orthogonalité sur les 
fonctions de Gegenbauer associées de premiére espéce : 


+1 1 
delt _ 2 TS C^" - 21-22 T I(v * +24) | 
d AE eee) (a+v (A) r(v-u«1) ” 


Lien des fonctions de Gegenbauer associées généralisées avec les fonctions de Jacobi 
On a vu dans le chapitre sur les fonctions de Jacobi « On the Cut », les liens existant avec les 
fonctions associées généralisées de Legendre : 
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Ceci permet de construire le lien des fonctions de Gegenbauer associées généralisée avec les 
fonctions de Jacobi, comme suit selon les deux expressions que l'on a établi auparavant. 


Soit lorsque À est demi-entier et v, u, € sont quelconques : 
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Ce qui redonne bien l'expression des fonctions associées généralisées de Legendre lorsque Л=1/2, 
et l'expression de la fonction associée de Gegenbauer lorsque u= €. 


Soit lorsque À, v sont quelconques et u, € sont entiers : 
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On retrouve l'expression du lien trouvé avec les fonctions associées de Gegenbauer lorsque u=€, et 
pour À-1/2, il vient, sachant que u et € sont entiers : 
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En utilisant les relations connues des fonctions de Jacobi lorsque les ordres sont entiers : 
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On obtient : 


Ce qui redonne bien l'expression des fonctions associées généralisées de Legendre. 


Relations de liaison des fonctions associées généralisées de Gegenbauer : 


Dans la suite on va appliquer les formules de liaison des fonctions associées généralisées de 


Legendre : 
v pc. J 
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A partir des formules de définition des fonctions associées généralisées de Gegenbauer à l'aide des 
les fonctions associées généralisées de Legendre, soit la première formule, lorsque v, À sont 
quelconques et u, € sont entiers : 
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On en déduit directement les formules de liaison lorsque l'argument est inversé pour les fonctions 
associées généralisées de Legendre : 
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Ce qui donne immédiatement pour les fonctions associées généralisées de Gegenbauer 


2 sin [v s= Ant +Â + 


Et pour la deuxième formule, lorsque v, u, € sont quelconques et À demi-entier 
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II vient pour les fonctions associées généralisées de Legendre : 
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Soit pour les fonctions de Gegenbauer associées généralisées 
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Il reste à montrer qu'en réalité ces relations sont identiques aux précédentes relations de liaisons, 
dans le cas oü À est demi-entier et u, € sont entiers : 
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Construction des fonctions associées généralisées de Gegenbauer de deuxiéme espéce dans le cas 
du paramètre v et u, € entier 


Ces formules de liaisons permettent de construire les fonctions associées généralisées de 
Gegenbauer de deuxième espèce, également dans le cas du paramètre v et u, € entier et u, £ de 
méme parité : 
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Toutefois le dénominateur s'annule lorsque v et (u+€)/2 prennent une valeur entière. Dans ce cas 
l'expression de la fonction de deuxiéme espéce présente une forme indéterminée 0/0 puisque : 
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En utilisant la règle de l'hôpital et par passage à la limite pour les valeurs v,u,€ et v*(u*£)/2 


entiéres , il vient : 
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On retrouve l'expression de la fonction généralisée associée de Legendre lorsque À=1/2 : 
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Quelques considérations sur les fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme espéce, sur 


l'intervalle[-1,1] dit « On the Cut », et sur les dérivées par rapport au degré. Valeurs de la dérivée 
aux degrés entiers pour des ordres entiers et demi-entiers 


uelques propriétés générales des polynómes et fonctions de Jacobi de première et deuxième 
espéce 


Toutes les propriétés données dans la suite du document, sauf indication contraire s'entendent 
d'une valeur de z réelle, comprise en [-1,+1]. 


Les polynómes de Jacobi sont solutions de l'équation différentielle du deuxiéme degré : 

Z 

p'e.)(;) solution de (1 — HE t (B ET – (a + B + 2) #0) + v(v +а+ В + 1)y(z) =0 
Z Z 


Lorsque le paramètre v est entier on peut montrer que l'une des solutions, que l'on qualifie de 
première espèce est un polynóme de degré n. La deuxième solution indépendante est qualifiée de 


. ç A R oP (z) 
de fonction de Jacobi de deuxième espèce que l'on note : =" А 


Les polynómes de Jacobi peuvent étre construits à l'aide d'une formule de Rodrigues : 


ent, CH 2 rye, ze) 


К 2" n!(1 — z)” (1+2)? Oz 


ll y a deux représentations principales des polynómes de Jacobi à l'aide des fonctions 
hypergéométriques, et la seconde n'est valable que pour des degrés entiers : 
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Dans ces deux représentations, les termes (v), s'annulent tous lorsque k est supérieur à v=n. La 


premiére représentations sert également à l'extension du polynóme de Jacobi à la fonction de 
Jacobi de premiére espéce lorsque le paramétre v est quelconque. 


La deuxiéme représentation n'est plus valable telle quelle lorsque le paramétre 6 est un entier, à 
ceci prés que l'on peut légérement modifier le développement comme suit : 
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La formule de construction de la seconde solution « on the cut » à l'aide d'un développement en 
série hypergéométrique, trouvée dans l'ouvrage de  Erdelyi « A.Erdelyi.H.Bateman- 
HIGHER_TRANSCENDENTAL_FUNCTIONS_VOL_II » page 171 formule 22 : 


oP) (z)=— T (PY). 2°*8-\ Cos(ar) l(a) (v +1+ p) ,F СЕ ncs B; i-e Ka 
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L'expression précédente a le gros inconvénient de ne pas étre définie explicitement lorsque le 
paramétre a est entier. Mais il est possible d'effectuer un passage à la limite qui permet de définir 
l'expression de la fonction de deuxiéme espéce. Une autre méthode consiste à dériver explicitement 
la fonction à partir d'une de ses représentation intégrale. 


Calcul explicite de la fonction de Jacobi de deuxième espèce dans le cas des paramètres v œ,6 tous 
entiers 


On sait que lorsque les paramètres v а,в sont entiers que la fonction de deuxième espèce pooséde 
la représentation intégrale suivante : 


гес) ge^) Lo fa nn 


, u 2" (2-1) (z+1 e Gef" 


k=2v+a+B , (0B) um k] wie v 
va BeN VzeC (1-1) *(1«0)"^ = 20: # 2) uis P (z) - € (a gua) | 


k=0 
k=2v+a+p (28) (2) +1 
— O(%B)( 7) = 1 Шуд _ DE Гаа 
Q; (z) gH (z si): (z+ i = k! ( ) | (z ) 
=2v+a+ (а,В) +1 (2,8) +1 
le DI „) _ 1 ER P и (z) - 1 Í aiz - (7 Hv (z) um dr 
> Q; (z) ES (z 1) (z +1) 2, D ) Í (z ) F p = ( ) = 


v! 
Sur la coupure x e[-1+1] _ Q^ ^(x)- = (oc +i0)+ Q^ (x — i0))= Lim 2 (06 +ie)+ QC (x- ie) 
Comme ш + => um х)" и (@ї—2) > un XL)" 


e дов Z) > ие )ов Z) 


CET e Gamma 
ова) CN) k=0 (k=v)k! 
v oru | ел) " 
+(-1) É " Lo (H) 


On peut également utiliser une récurrence à partir de l'expression suivantes : 
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Lien avec les fonctions associées généralisées de Legendre 


Les fonctions associées généralisées de Legendre sont liées aux fonctions de Jacobi de la maniére 
suivantes : 
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Partant du lien entre les fonctions de deuxième espèce, et de l'expression en fonctions 
hypergéométrique, il vient une autre expression de la fonction de Jacobi de deuxième espèce en 
terme hypergéométrique: 
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On tire également les relations suivantes de ce qui précédent : 
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Tous ces liens vont permettre de construire les formules de connexion pour les fonctions de Jacobi 
de premiére et deuxiéme espéce. En effet, partant des formules de connexion des fonctions 
associées généralisées de Legendre, il vient : 
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Les formules de connexion entre fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme espéce sur 
l'argument sont donc les suivantes (noter les inversions de paramètres a et 6) : 
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Les liens suivant portent sur les ordres, et aprés quelques calculs mettant en jeu les relations 
précédentes sur les fonctions associées généralisées de Legendre et les fonctions de Jacobi, 
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L'utilisation des autres liens sur les fonctions associées généralisées de Legendre permet de 
produire d'autres formules : 
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Des calculs précédent, on en déduit : 
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Il reste à traiter les deux autres relations qui donnent immédiatement : 
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Wronskien des fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme espéce 


A partir du Wronskien des fonctions associées généralisées de Legendre, on en déduit le Wronskien 
des fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme espéce : 
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Calcul de la fonction de deuxiéme espéce à l'aide des formules de liaison 


En utilisant les formules de liaison entre fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme espéce sur 
l'argument, on peut calculer la fonction de deuxiéme espéce, 
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Toutefois le dénominateur s'annule lorsque v prend une valeur entiére. Dans ce cas l'expression de 
la fonction de deuxiéme espéce présente une forme indéterminée 0/0 puisque : 


PPA 2)- (ве) Giel 
En utilisant la règle de l'hôpital et par passage à la limite pour les valeurs v entières , il vient : 


x, Ê feos ae) )- cosas )et^ Cz) 
v =n > QU P(z)- — Lim ду 


{Cos((v + a yr P^ (ғ) — Соз(ал Ji elt г) 


7 2 {sin(vr)} 
ду 
(a.p) (b.a) D. 
[cos ea) d 
Q*P(z)- Z Lim ду ду 
` 2 vom л Cos(vr) 
(a.f) (8.a)( _ 
9" E Wl RD) (seen) 
E =n V v-n 


Lorsque le paramétre a est entier, l'expression de la fonction de deuxiéme espéce se réduit à : 


Ос) = Ы == -(ay op Zelt) | | 


Qv Qv 
Dans la suite on établi les liens entre les fonctions de Jacobi et les fonctions de Legendre qui devient 
lorsque le paramétre 6 est entier : 


v-n 


B 


por Tv —8+1)(1—2\? „s 
B е E E T(v +1) (H) a 
В=-В £ 
gran ) = EE Trapen 


Ce qui permet de retrouver l'expression de la fonction de deuxième espèce de Legendre associée 
dans les cas ou a=-6 est entier : 


а=-Вем> (1) oC^^(z)- C [e 


ду 


у=п 


ss A _T(v=B+1)(1=z 2 à n  T(v« B4 1)(1-z 
Re) T(v +1) 12) Оа) T(v +1) | z 


Or E*Cs)- CY ЕА д! a) pn = CAS S Cyro) 


EC MN Di LAG TEE TT к = vd 


ду T(v+1) \1+2/ ðv T(v +1) 


I(v-8+1)(1-z 2 в ӘР? (- z) 
гар (а И) = ER dv ` 
ду B 
«Car E EE 
ӘР? AAA n The Boe ӘРИ (z) _(_ руч "C 2), 
= TH I H LIZ A dí je 


+e- n^ Cavi - 8 )-v( +D) 
Comme Р. (2)= Ci" P?(-z) 


ав) BP ы. 1- zy? r(n- B +1) [ob^ (z) в OPP(-z) 
=; бо E Г(п+1) | ôv |. c) ôv j 
De plus QC^^(z)- FPI Dro 
в ereo pal certe | 
gre» 26 E ш Е eent лова) 
LE ака) Ae 


Lien de quelques polynómes orthogonaux et fonctions hypergéométriques avec les polynómes de 


Jacobi 


Lien avec les fonctions associées généralisées de Legendre 


Les liens avec les fonctions associées généralisées de Legendre ont déjà été amplement utilisés 
dans la section précédente. Ici on va plus particuliérement fixer les paramétres permettant de 
retrouver les fonctions de Legendre associées, soit si œ = - 6 et a entier, il vient : 


a--f 

PP- (z)- 27# PPF (z)=> Р? (z)- 2° P; P" (z) 

Q^" ()- HE 

Q^" (2) =270;"-7(2) 

0; e) = EEEH сов aote Язи п) 0) 


Г(у + B 41) 
r(v- «(1-2 T(v -B41)(1-z 
(С opt Weg SE RE \= >V e 172 |? pa. 
Tel? T(v +1) G=) Rk) T(v +1) = R” (2) 


DEES т D(L) сату” )- 5 sme)" (3); 


B B 
(-B,B) са Wemmel -B.B Peg) -p,-p 
o s T(v+1) \1+2 og" (= T(v+1) \1+2 o) 


eet, TE 


De plus Б??(2)= Ell et О??(2)= О?(2) 
On en tire les deux relations qui définissent le lien des fonctions de Jacobi de premiére et deuxiéme 
espéce avec les fonctions de Legendre associées de premiére et deuxiéme espéce : 


RTR m n eng 


` Г(у+1) U+z 


qaa j= DEEE Je sing =)P?(2)+Cos(8 tal 


Qui peuvent également s'écrire de maniére inverse : 


an T@+) jus n 
HS =U (z) pha) 


Ok a zez зн rne 


v - B +1)Соѕ(В z) 1— z 


Pour ce qui est de la formule de Rodrigues pour les polynómes de Jacobi, appliqué aux valeurs 
spéciales donnant les fonctions de Legendre associées de premiére espéce : 
a=-B = x =V n=v+B y-v-p д =V 


ena HUT ea 


2 (v-By ez) Gei 
On retrouve bien la formule de Rodrigues pour les polynómes de Jacobi, appliquée au cas des 
fonctions associées de Legendre : 


gre) = CX (172) 2 (1 anres) 


О 27Г(у+1)\1+/ д” 


ern EIST Strate 


= vy! ll+z 


B 
Puisque PCP) g) = = uer) Ten 
v 


= re EEE) Z ar (+) 


Lien avec les fonctions de Legendre associées 


Les polynómes/fonctions associés de Legendre sont liés aux polynómes de Jacobi, lorsque les 
paramètres sont liés par la relation, a--6, comme suit : 

B 
a =-B => PP (z)= a е, P^(z) ze[-11]= Pee) = P.(z) 


T(1+v) (2e и 


r(v +a +1) е Pr = Lu 
r(1+v) (1-2) 
Le lien avec la seconde solution n'est pas similaire, en effet nous avons vu que : 


PCA) = а с pn 


Г(у +1) \1+2) " 


B =-a => P." (2) = 


ong) Pe PSI 1-2) su zn G)- cod x Jo?) 


ann TV+) Te D 
Hors E) pco) 


Geh T= " S z) | | | 3i CE ш, de "zc 


En prenant ces valeurs de paramétre, on retrouve bien les formules de connexion des fonctions 
associées de Legendre. Pour cela on commence par établir ces quelques relations lorsque a-6 : 


2*(1-2)* dÉ +22 ы) , 

z)= zi Ce.8)(7).. Ê ç; Co.) (ç 

( ) Соз(ал) v A а + B EE ЦУ _@ + B Я ) É SE ) Sin(ar )Q Zo ) 
2 2 


v+ 2 A 2 
du 222 +1) d 222 +1) 
pie. (z) - 274 (Lez PCA) (z) 


"225 кыЛ Тш R + 
2 2 


DI 
Pas 
2 


5 Соз(ал) d, 0 Bap OG" P А = 
2 
(+22 Su) 
Qv. (z)- 27 : 2 2(1+2Y oen) 
2 dÉ aye DCH 


НЕЛИ (Г(у UI -B.B 2. -p.p 
pap) ЧЕ TE п 9-2 sn(pr Kell 


B „в I(v* B yr(v - 8+1) B p(8.8 
pou zs DRE P y pt 


B 
> RPP) = 4 (122) [r^^ 6)- silga) 
T 


Cos(Br)\1-z 
"E d estos) "9-2 зве") 
sai. 270-2)? EAR C^). Z sin(5 xp) 
Qj z)- Cos(Br) T(v +B+1) (v E E GERS 2) 


8-5 э-в Г(у + 8 +1)Г(у — 8 +1) в (B.B 
ieri P BAT ED, rar 


dao, Z (В metre) 
о) а A (EE) bag ^^Cz)- sinl m) RA) 


Cos(Br )\1+z 


0) Соз(8 


Lorsque a=-6, en réalité on retombe sur les mêmes relations : 


2*(1- z)* d BB un zB 5 

(ов) (7 = Tid (-a.8)( „)_ Z ç; (-a.B) (7, 

OE F e= m" жил einen 
2 2 


2 2 
nip vs =£ y, - 222 +) TT 
i r(v-# ape 228i ES 
erte E e Ze sre) 
ppt) =2 = Ô егне) 


r(v+pP+1 (v - 8 +1) 
pp) 27 0-zY T(v* B*Ur(v - 8*0 [oon Z se peA 
Qin) А Оор.) 7 иба x) P), 


-8.-B)( „\ _ 9-8 (r(v +1)) в D(-2.8 
o! )(z)=2 25 1517 БУТЕ ШЫ o! Xz) 


Si œ =-B = 


Et lorsque a=6 sont entiers alors les relations se simplifient : 


EU Tä "Heft ee See g^ © 
Biz)» 220-2) Cy T(v + a B+1) P; ^ ^(=) 


- jou ue E ч 
p^ P(z)- (— yes p PP) SCH P(z)-2 (1f (1-22) PE) 


оне) 270-9 p Луй" "© 


Peri- ey tL EE ane 


B 
gr ()- Cy EE] ore) о) 220-2 eP 


l-z 


Soit deux relations importantes des fonctions de Jacobi au demeurant bien connu lorsque les 
paramètre œa=6 sont entiers : 


vf v-p 


РС (:)= 22^ (1— z? RER) 
баа ы sz pe) 


Ce qui donne compte tenu des liaisons entre fonctions de Jacobi et de Legendre associées : 


РС) = E z| re ) 


Г(у+1) \1+2 


QC^»(z)- r(v в QS Sin(B x )P" (z)+ Cos(B 2210) 


T(v+1) \1+2 


PEA a) NBA €) [ento ne ie) 


E TI(v41) U+z 
gn.) Pe BELLE qe den gr) MERDE ore) 


En injectant toutes ces relations dans les deux formules de liaison suivantes, il vient : 


Z Sin((v +a + Ba )P/" (2) = -Cos(a o" (- z)- Cos((v + В)л)0 P) 
Š буул f^^ (z) = Cos((v + ar) )- Cosas el^ C z) 


avec q=- 6, il vient : 


() Z inve el^)» -cos(Be ot" z)- Созу + Beo" ^) 

(2) isinx)ot ^") - Cos((v - B)e) F^) Cose )efn- 2) 

()= Z (inve) « Cos((v Bye )sin(g x }}Р/()= -Cos(pr Jo? C 2)- Созу B) cos xo") 

=> Z Cos(B x )Sin((v + B)z)P”(z)= - Cose o? (- 2)- Созу + Br cost xo?) 

=> sie В)? C) = o? C 2)+ cosi geiert 

> 0P (- 2)= -ÈZ sinl Br) c) Cose + В)к)0/ c) 

(2) Cos(vr)P" (z)- Z sinve o! (2) = Cos(8 z)p” C z)- 2 sina o? (-2) 

=> (соот) Sin((v + B)r)Sin(gr e") 2 [Sn(vz)+ Sin(Bz)Cos((v + B) NO! (2) = Соз(в z)P”(-2) 
=> Cos(Bz)Cos((v Bye )P?(2)-2-Cos(Br)Sin((v + pco? c) = cos siet 

=> Cos((v Ве) (2) 25у Sgr n^ Cz) 


=> R'(- z)- Cos((v + B) )P? (2) 2 Sin((v + A)r)? (z) 


Ce qui coïncide exactement avec les formules de connexion connues pour les fonctions de Legendre 
associées : 


Z sire Seier rel + В) )07(2)+ 07-2) 
Ž Sin((v + В)л)О/()= Cos((v + B) )P^(z)- P^(- 2) 


Lien avec les fonctions de Gegenbauer de première espèce (polynómes) et deuxième espèce 


Les polynómes/fonctions Gegenbauer de premiére espéce sont liés aux polynómes/fonctions de 
Jacobi de premiére espéce comme suit : 


EEEE EN EE 
2 
1 
pea)(,)= T(a -14v)r(2a +1) Ce (a 2i 


T(œ+1)(2a+1+v) ” = 
ца + ; +v rea) 


On a construit dans cet ouvrage les fonctions de Gegenbauer de premiére et deuxiéme espéce, à 
l'aide des fonctions de Legendre associées, comme suit : 
1-22 
2 2 Vrl(v+24 124 I^ 
cal 2. Yat 22) pa () 
T(v +1)r (A) Au 


z 


v 


z e FL 


1-24 
2 ? Jal (v «2A 124; Zu 
n 2 aT т ш. 
l T(v -1)r(A) Au 
Ceci permet de trouver le lien entre les fonctions de Gegenbauer et Jacobi de premiére et deuxiéme 
espéce. On peut voir que le premier lien entre fonctions de premiére espéce (Legendre associées et 
Jacobi) est bien valide : 


| 1-24 

r(2+ Ге +24) (2-5-2) 2 2 Varv +24) „ 224 12 
- mp roe 1-2) 4 P? 

(a +24 гол) rv +1r(2) i 


(2) 


усе» 
2 


1 M 1 
r(2+4) ETE 2x2 dai ët, i 
2) Ул ыыр) 2 (0-2): Р? (2) 


Tea) "pay 


ple-P(z)= is Р i 1) É - db Pt(2) 


(ову о-в T(V * B1) T(V -B *1)4 | y poo, 
Fe PIE T(v+1)  I(v+1) (1+2) д (2) 


Сотте 


=> рр) 2901-2) = +) рә (2) ріг) 2901-22) це р 


д. (v —8+1) ^ T(v +1) v+B 
Fv+2+ 
_ 1 (2-5 5) a-l 5 1-24 | d Tu 

si prad 0 AT ECH 

a 25 I 1-24 SEN 
= MO OE (11-22) + ores) qe 54 lu ett VzT(v +24) - Pl 

"V VAS (veas) г(ги) 

À 2 
1 
r2 re +24) e 

EI 2 d ï А 


гол)» +4+ d 


Pour la fonction de deuxiéme espéce, on a : 
1-24 


SE Én 24- eru 
Comme Qr 9- Ri j ) | | : d u o; e) 
drot 27^ r(v = : Gë - | + Da. 20802) 
sau. _T(v +) „s B sau. T(V +B+1) B 
= 02 n TB) (1- 2)? 0 (2)= 0 (2) (v 42521) ( ) Q, (z) 


Г у+А+ 
1 (2-2-2) a l Nez | J E 
= WE Em TUNES ud 
В= 1 > © (2) ( 2 ) 4 Hv +22) AE 
2 L 1-22 dë 
e 
j reel 


De plus D E a je = rt is 24) | z Созбдл) be (2)+ 5їп(Ал H, e) 


I(v +1) 2 
= Q^ г(у +1) or: m Cosic): el 
` Sin(À r( (v + 2 оі 2 vi 


1-24 


a УлГ(у +21) 1 r(vel ai z Соз(Ал) „1-2 

ce Ry) (7807 Tm RE 

T Соѕ(Ал) А Jade 5 zd 1 25 

25іп(Ал) < ch r(1) (-2 ) (z) 

l 

=> C, ( Je dE Соз(Ал) oa es da re +22) d 2 Ju 

À SES relais) 5їп(Ал) 
2 


— Cou (z) =— 


Résumons donc ces deux liens établis : 


121) голь» +4+ d 
2 2 


ве) о) ci; 


Cà (=), = Cesar) са iG) 


2Sin(2x) " 


Au passage on peut également construire le lien suivant : 


à _ 22 Jett 22) SER La 
Cos ()- га) rise dl 


B B 
or ie = СВ 1а Ted ocn) rapra Ten 


aan ов Ev + B Ube - 8+1) T 
Q'^-P(z)- 2 (rv «T D z' g^? (z) 
= git) ПА ye ott 


3 ов (z) _ 28 T(v +1) (v +28 +1) (+z) QE: Pz) 


(+ B +1))” icd 
T(v - 28 +1)(1 2 T(v +1) (v +28 +1) 
v+26B+ —2\?2% z)- 25 v+ v+26+ z^ O-B-B)(„ 
x T(v +8+1) [=] Qo ) 2 (Tv + B UE (1+ ) Оов ( ) 
D 
SE 


prie qï (ert Же (ye sO) 


dun) 
2 


1-24 LN E 
96,6) ATA) (гу) 
ra» ++ d 
T(v + 2405 + d ыз (Latas) 
xd Со (z) AT 2512 t (z) 


raar), +4+ d 


Montrons que l'on retrouve bien les formules de connexion pour les fonctions de Gegenbauer de 
premiére et deuxiéme espéce : 


a=ß=1-}>a+ß=24-1 
Z siny +27- og Ju: -co (2 E L j us SU Bee 327 p 
2 suono)? He) z cos [v Fe jo cos (2 Е Dile à 


O Zakzak 7 "leet" (г) зн DO 27 


1 1 1 


(2) Zait!" "lz awe all" "et внат) > J) 


E raar, +À+ d 
I (a + ire +24) 

Г(22) v+2+ ; 
(a * ire * Sa 


(2) E Sin(vx )Sin(Ax CA, Ich Sin(vz cos(Az )c? 2 = Sin((v AY )C?(2)- Sin(Az)C2(— z) 


C; (z) 


CO )+ EE ce(s) 


2Sin(Az) 


— А Sin(vz )Sin(Az Ki, 
л 


(2) = {Sin((v +) )= Sin(vr )Cos(ax )}C?(z)- Sin(An )C? (=z) 
ы 2 Sinvz )CA  ,(z)=Cos(vz )C?(z)-C^(- z) 9 C2(- z)= Cos(va)c? (z)- - Sin(vz)C2, , (z) 


()> ET +24)r)- Cos(Az )sin((v + А)л)|С/ (z) = 


) л Cos(Ax )$їп(Ал) 
2 


= sin) Ci C za cic z) + Sin((v + 2})Sinlar i, C) 


=> T (osl +4) ic) [sima ei, (a) BC) + ви адс e) 


=> Р {Cos((v + А)л)— Cos(Az )Cos(vz WC (z) = Sin(An Ki, (- 2)+ ÍSin((v + А)л)- Cos(Az )Sin(vz Ji oss (z) 


ЖО. 
=> -5 Sin(vz E) (z)= Cos(va Ki, (2) Ch (=z) 
Comme les formules de liaison des fonctions de Gegenbauer se déduisent des formules de liaison 
des fonctions de Legendre associées, on a : 
2 Cos(v л) (2) +С, (=z) 
Sin(v z) 
Ce qui correspond à notre résultat. 


T Cos(v л)С} (z)- C^ (=z) 
Sin(v z) 


CÌ (z)=- Co (0 77 


Une autre relation fonctionnelle existe avec les fonctions de Gegenbauer peut étre établie avec les 
ordres inverses des fonctions de Jacobi, pour le paramétre de valeur entiéres, on a : 


2 "er then. СЕЕ 
обе) 26-10) satt zi cx г ОР) 
вере) 2250-0) zy ві) 
E P(z)- 27^ C1'(- z 070) 
Appliquons ceci à l'expression des fonctions de Gegenbauer, il vient : 


(a + Ju + _ Le ET T(v + лу |5 - d каје de) ©) 
Gig +2+ d J 


C; (z)= 


голь» +А+ ; 


| da beau La (Lata) 


(i-z np pas 1 (z) 


Iv аў {5 + Э 


raar), +4+ d 


Une autre relation fonctionnelle existe avec les fonctions de Gegenbauer de premiére espéce, à 
l'aide d'une transformation quadratique : 


Г«+—|Гу+— I(A-vJ = 
ы re) ‚уу 
D Hec] ett) c na 


dle) j Г + 336 + d E ( = | - DU +у + DÉI JS | ) 


v 2)— 2у+1 < ON EA TA v 
(3) Ta +v+ d 281 À rafy + d 
2 2 2 2 


Résumé des liens entres fonctions de Jacobi et fonctions de Legendre associés établi au cours des 
calculs antérieurs 


Les principaux liens utiles entres les fonctions de Jacobi et fonctions de Legendre associées sont 
donc les suivants : 


gon) 5-2} ТЕТИК ш) ори) sri) * EEEE op) 


вена) 01. во one- = 1. 5) sng mnt Leger 


T(v +1) T(v +1) 


Liens avec les polynómes de Tchebycheff 


Les polynómes de Tchebycheff de première, deuxième, troisième et quatrième espèce comme des 
cas particuliers sont liés aux polynómes de Jacobi : 


FEET Tete (55) (2) 
P.” ?(]) {у + d 


T, (z)= Cos(v ArcCos(z)) = 


v 


SÉ Sin((v -1)4rcCos(z)) Е 
Sin(ArcCos(z)) 


E sial (v + > arecos) pia cos (v + > wee) : MES 
: "ELS Co асо) BER 


H 2 


Avec les polynómes de Laquerre et de Hermite 


Par passage à la limite les polynómes de Laguerre et de Hermite sont également liés aux 
polynómes de Jacobi : 


к) н RA (1-2) BOE Lim rte) 


а оо [04 


Si 


, E E rene (л) 
ite) rename (erm E) 


Y. (4) Z 
=> H,(z)-2'T(v +1)тА?Ру ? ° E 


Formule de récurrence sur les degrés des polynómes/fonctions de Jacobi et des dérivées 


paramétriques des polynómes de Jacobi 


Les fonctions de Jacobi présentent une formule de récurrence sur les ы 


(a + B+2v- To? -p t z(a + B +2v - 2Xa + B 2v ))p'«^ ter ` 
а 2) 


peP) 
D aree EE 
v(a +B -vXa + B+2v- D 
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TER Ee 
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2 px 
€ 2(v (les B -v +100 + B + 2v)? (2) = IER 


Se "Er 
- Xa +v (B +v a + B 2v + 2)P*^(z) 


La dérivation terme à terme sur le degré v, donne la relation de récurrence sur les dérivées 
paramétriques : 


(a.B) 
D +B+v+1)a pao PHO, 
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(a.B) 
(к + B +2v +1)a? – В? esce p +w 2ra s pen) E (2) _ 
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= -2(a gue paar fea O E; 
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v 
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Formule de récurrence sur les ordres des polynómes/fonctions de Jacobi et des dérivées 
paramétriques des polynómes de Jacobi 


Les polynómes/fonctions de Jacobi présentent une formule de récurrence sur les ordres a et 6: 
p'eh(z)- a(z-3)+ B(z - 1) 2(v(z —1)+1) Seat) 2(a +v -1) ре-?®\(г) 

: (a + Bv Xz-1) B (œ+B+v\{z-1) " 
Siet. a(z *1)* B(z+3)+2(v(z+1)-1) Seu X(B +v -1) ре.) 

Â (a+8+v)z+1) á (a+8+v)z+1) ” | 
La dérivation terme amène également à considérer les relations de récurrence sur les dérivées 
premières paramétriques en v : 
(a + B -v z 5 (2) = (a(z —3)+ B(z 1) 2(v(z 1) 1) PE? (2) - 2(a +v -1)8 "ei 
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eR 0) 
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= (z«1)P*(z) (o + B+v\z+1 
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Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynómes de 
Jacobi 


L'idée est partir du développement connu des polynómes/fonctions de Jacobi en fonctions 
hypergéométriques, sachant que l'utilisation de la deuxiéme expression n'a pas de sens car elle 
n'est valable que pour des degrés entiers : 


T(v - a +1) l-z 
IDE F|- 1; œ +1; = 
v (z) Г(у +N (a +1) 2 ( у,у+а+ В +10 +1; 2 | 


a. _ T(v+a+1) Ç DE] 
b 2) eren = (a +1), (k!) 2 


Sachant que la dérivée du symbole de Pochhammer est la suivante : 


8 


= 


(a). = T(a +k) © d(a) _ T'(a+k)I(a)-T(a+k)I'(a) _ T'(e+k) I(e+k) I(o-k)I'(a) 
* Tæ) da l(a)? Г(о + ЮГ(о) Г(о) ría) I(a) 


=> 2€)... (a) убо +k) —w(o)] 


(a), est le symbole de Pochhammer (а), =a (a I) +> (a + k-1) = E 
a 
I (a) fonction Gamma 
Cie) 


I(a) 


y (a) fonction Digamma dérivée logarithmique de la fonction Gamma ; w (G) = 


La dérivation terme à terme de la premiére expression donne : 


v 


ду 


píe8(z)— 


г(у +a +1) Lx 


2 


=00 k 
riv аж 1) S CV ra +1), É _ a Dérivation terme à terme = 
r(v +1 (a +1) 2 (0+1), (A) 


аА. 


(v) (и+а+ B +1), | 
+Y (-v) -v(k — v) g 


(a +1), k! 


OP“) (7) T(v +1) (a +1) r= | 
——= x 


2 


Ex (у), (V a + B +D, ES 


tr cnra 


r(v+a+1) 
ааа (в = 


k=0 


De plus w(=v)-w(k-v)=w(v+l)-w(v-k+1) > 


ste à +1) - v (v D) PPP (z) + 


T(k -v)r(v - o + B +1+k) (G +1) 
(a.p) 
To. Г(у+а+1) Œ Pete ët le lt E ` 
` r+ rí «14 (=g) 
x(y(k+v+a+B+)-y(+a+B+)+v(v+)-y(v-k+D 2) 
ste a 1) -v (v - D) PP (z) + 
| r(c-v)r(v ea Belek). 
T (o +1+ k)k! 
pem) 7 
= E I (v +о +1) E (w(k+v+a+B+)-y(v+a+B+)+ 
V T x x 
T(v A UL be +о+ 8-1) £| Vev(v*D-w(v-k-1) 
Kal 
x 
[A3 
=> j ou bien 
ly (v a +1) -w(v  ]pf^9(z)— 
|T(c -v)r(v ae Belek). 
Г(« +1+ К)! 
api (z) 
m s _ Sin(av (v +a +1) Š [(v(k+v+a+B+)-v(v+a+B+)+), 
лг(у+а+ В +1) K| (+w(v+D-y(v-k+0 
= 
x 
2 


Cette formule n'est pas commode à utiliser lorsque les degrés sont des entiers. Elle n'est d'ailleurs 
pas définie car les fonctions Gamma divergent aux pôles de l'expression. Mais on peut lever 
l'incertitude de l'expression par un passage à la limite comme on va le voir par la suite. 


Levée de l'incertitude aux póles de la fonction Gamma pour les dérivées premiéres par rapport au 


degré, pour les fonctions de Jacobi de degré entier et d'ordres quelconques 


Dans la suite de l'étude on considére que les deux paramétres a et 6 sont positifs. Dans ce cas la 
seule singularité de la fonction apparaît dans les termes Г(-и) et Г(К-и), comme suit : 


ly (v o +1) - v (v D] PPP (с) + 
| r(c-v)r(v но Belek). 
T (o +1+ k)k! 
GE" : 
AE CAS Г(у+а +1) Ex (Wy(k+v+a+B+)-y(v+a+B+D+w(v+l) 
V T x x 
Che «i)r(-v)r(v - o - 8-1) | V-v(v-k41) 
E 
x 
Г\ 2 
fy (n - a +1) - y (n4 D] Pf (с) + 
[ у(К+у+о +3 +1)— 
TE T(n+a+ß+1+k) sl), DT cie 
"sl C]. _ T(n+a+)) el T(atl+tk)l v> Tv) kv Cars ties 
Py nl (n o + 8 1) € К 
1—2 
х 
KE 
GE (a.f) 
SE É =fy(n+a+1)-y(n+1)} PP (z)+ 
id -n 


Г(п+0+ В +1+k) 
Г(п+а +1) £ Г(а+1+ к) 
піГ(п+а + В +1) . T(k-v) (=) 
x Lim x 
von r(-v) 2 


Tfnta+l) Œ E = E] 


w(k+n+a+B+1)-y(n+a+B+1)+w(n+1)-w(n-k+1)) 


+ 


` nT(na + В +1) 2, Г(о +1+ E v I(-v) 2 
. T(k-v) on ‚ y(v-k+1) А 
С L =(-1 L =(-1)'n! 
E = ( L r= von  ICv) eum 
(a,b) 
SETO: posa) DP)» 
V =n 


Г(п+о +1) E Жү. Tfn+a+B+1+k) (ү (К+п+о + В +1) -у(п+а+ В +1) + (5) 7 
Г(п+а+ В +1) Tha +1+ к) (п-к) (+ D) (п +1) 2 
+ 
0 Г(п+о+1) € EE 
Г(п+0 + 8+1), l(a +1+ k)k! 2 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynómes de 
Jacobi, valeur au degré 0 


En appliquant l'expression obtenue par la levée l'incertitude dans le calcul précédent, il vient : 


aPe^(z) - Säi T(a41) &&r(a- Bo1e-kXk-1)(1-zY 
ду бы за let Ce = г(а+1+ kK! | 2 ) 
ope») ` ` wu T(a+1) ErI(a+B+1+4){1-7Ÿ 

ME Жо v) Г(о+ В +1) 6 kr(a 14k) | 2 ) 


Expression formelle des dérivées paramétriques selon le degré pour les fonctions/polynômes de 
Jacobi, valeur au degré 1 


De la même façon pour v=1, il vient : 


T(a + B +3) ( l-z 
| Eole ep vla t p Srel vil 
ОЕ УК 18722) i 
ду у=1 Г(« +2) SS 


Fee penes] 
I(a-8-2)£1 = T(a+1+k)k! 2 


Et en développant finalement le calcul le résultat suivant : 


= 


y(a+B+3)-w(a+B+2)= y(2)-y(D=1 


1 , = 2 +B+3 
а+В+2 а+В+2 


ly (2+a)-w(2)JP/*P(2)+ 


„| шеге), ten rene (a) | 


1 
a+B+2 


>>v(a+B+3)-y(a+B+2)+w(2)-w(1)= 


x ehr) 
ду 
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ôv Е e| â EA T 1 | SE 
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